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Utilizamos as seguintes designacoes e férmulas trigonométricas:

e sin = seno, arcsin = fungao inversa

e cos = coseno, arccos = funcgao inversa

e tan = tangente, arctan = fungdo inversa

e cot = cotangente, arccot = funcao inversa

e sec = secante, arcsec = fungao inversa

e csc = cosecante, arccsc = fungdo inversa

e sinh = seno hiperbdlico, arg sinh = funcao inversa

e cosh = coseno hiperbdlico, arg cosh = funcgao inversa

e tanh = tangente hiperbdlica, arg tanh = fungéo inversa

e coth = cotangente hiperbdlica, arg coth = fungao inversa

1
® secr = , CSCT = —
cos T sinx
) et —e " et +e "
° smhm:T, coshm:T
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x
V1422
1
V1422

tan (arctan x) = cot (arccotx) = x
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Outras férmulas
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(a® +b%) = (a+b) (a® — ab+ b?)
|Al<b & —-b< A<D
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Capitulo 1

Primitivas

1.1 Primitivas imediatas e quase-imediatas

Se F(z) ¢ uma funcao cuja derivada é f(x), ou seja,

entdo F'(x) diz-se uma primitiva de f(z) (ou uma antiderivada de f(z)). Usamos a
notacao

F(z)= /f(m)dx ou simplesmente F(z) = Pf(z).

Determinar uma primitiva de certa fungdo envolve assim um processo inverso da derivacao.
No entanto, a primitiva de uma dada funcdo nao é unica conforme ilustra o seguinte
exemplo.

Exemplo: As funcées x°, z3 + 2, 2® — /5 sdo primitivas da funcdo f(x) = 322 visto
que

(sc?’)/ = (:r3 + 2)/ = (sc?’ — \/5)/ = 322

Temos entdo f 3x2dx = 23, f3$[32d$ =23 + 2, f3$[32d$ =23 — /5.
Se F'(x) ¢ uma primitiva de f(x) entdo o mesmo sucede com F'(x) + C, qualquer que
seja C € R, ou seja, todas as primitivas de uma dada fungao f diferem entre si por uma

constante C arbitraria. De facto, temos

(F(z)+C) = F'(x) + 0= f()
5



Primitivas

para qualquer C' € R. Podemos assim dizer que F(z) + C' é a expressao geral das

primitivas de f(x). Relativament ao exemplo anterior podemos escrever

/3$2dx:sc3+0, CeR

Se atendermos as regras de derivagao, facilmente podemos estabelecer algumas regras

de primitivagao.

1.1.1 Regras de primitivacao

Para uma funcao real u = u(z) de varidvel real e k € R, temos

Jlde=z+C

1
f;dmzlnm—l—C’

. xn—f—l
fsc dm—n+1+C'
fe’”d:c:eIJrC'

[sinz dz = —cosz + C
Jcosz de =sinz +C

[sec?z dz =tanz + C
[esc?x dv = —cotz + C

[ secutanu dz = secu + C

[ coshu dz = sinhu + C

1
fﬁdx:arcsinx—i-C’
—x
1
f1+ sdr = arctanz + C
x

[ tanu dz = —log|cosu| + C

[ ' secu dz =log |secu + tanu| + C

[kde=kz+C

u/
fzdx =Injul+C
un+1

n+1

[u™ do =
para n # —1
[de'de =e* + C

[ a¥u'dx = libl_a +C

[usinu dz = —cosu+C

+C

Ju cosu dr =sinu+C
[u'sec?u dz = tanu + C

[ csc?u do = —cotu+ C

[ escucotu de = —cscu+ C

[ Pusinhu dz = coshu + C

u/
[ ——=dz = arcsinu+ C
)
V1 u’u
I va=a®

ul

L
= arcsin— + C
a

f ] +u2d$ = arctanu + C
u 1 U
fm = Earctan; +C

[ cotu dx = log |sinu| + C

[ escu dz =log |cscu — cotu| + C
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Dadas as propriedades operacionais da derivada estabelecemos as seguintes propriedades

operacionais da primitiva.
1.1.2 Propriedades operacionais da primitiva

Dadas funcoes reais f e g de varidvel real x e k uma constante real, temos
Ju@zg@yae = [ f@inx [ g
/kf(x)dx = k/f(x)dm

Considerando estas duas propriedades podemos afirmar que a primitiva goza da lin-

earidade, ou seja,

/(af(x) + bg(x)) dxr = a/f(x)dx + b/g(m)dm

para a,b € R. Com base nesta propriedade é possivel efectuar primitivacao por de-

composicao.
2
Exemplo 1: f(2x—1)dac:f2xdm—f1dx:2%—x+c=x2—x+c
Exemplo 2: [tanz dz = [ L — [ 0T g = —1In|cosz| + ¢
cos T cos T
Exemplo 3: [ l—i-z dw—fldx+2fm_5dx—ln|x\+2$—_4+c
plo < x ab Y B —4

Exemplo 4: [e®sin(3¢?)dz = 3 [ 3e”sin (3e”) dz = —3 cos (3e”) + ¢

. 2 5 2, 5 2 ., zt 223
Exemplo 5: [z z+3 de = [(x +§x)dx:fxdx+§fxdx:Z+T+c

Observagao: Verifica-se que no Exemplo 5 (e em geral), NAO & verdadeira a seguinte

igualdade
[1@ s@de= [ f@de [g@
1.1.3 Exercicios Propostos
1. Determine a expressao geral das primitivas das seguintes fungoes

(a) f(z)=3a" g(x) =z h(z) = 42% — 5z + 1
() F () =<2 gla) = Y2V ho) = VT T 22

T



Primitivas

(¢) f(x)=a®+ 5z — % _ % g(2) = 2@ +2°  hiz) = 2"”53’ !

@ 1@ = CV ) - (Fr - VED) ) - Y

(©) f(z)= <1;"”>2 g(z) = sindzcosz  h(z) = Va2 4207

() f(z)=e*> g(x) = eg h(z) = bxe”

(&) f(x)=10° ole) = ha) = ader

() /(@) = eos2e gl = ()= ©
@)=Y T =

) f@=15m =S =i

(k) f (@) = xlil:ﬁ 9(z) = mlrll% @) =1 erSxﬁ

1) flz)= % g(z) = cot 2z h(z) = tan 3z
(m) f(z) = sin(3) cos’ (32) 90) = TR
() fla) = xlnxlln(ln z) 9(@) == (lnfﬂ):ztan =
O f0) =1 am = b= e

L T e e
R R e T R
Wit gt A= N ——

(s) flz) = 1‘3:230 g(x) = ﬂi—xél h(z) = \/1333—:64
(t) f(z) = cosbz g(z) = smg h(z) = 22 cos 23

(1) f(z)=sec Tz g(z) = tszf;z h(z) = sinz

(v) f(z) =sin®z g(z) = cos? z h(z) = tang sec? Z
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(w) f(z) =cos’x g(z) = tan?z

h(z) = tan®z

2. Determine a expressao geral das primitivas das seguintes funcées

2x sin x
(a) f(z) = o4 g(x) = p——
cos 3x sinx + cosx
)= G5 =G
1

_ 1+cos’x
14 cos2zx

h(x)

h(z)
_ 1
2422

tan

() flz)=(e" +1)* g(x) = (

(@) (@) = (7 e2)"? g(a) =
(© F) =T ot = FE Y
0 F@) == o0) =
©I0-e -y

(@) (&) = = o) = 2%+ —2
cos 2x 14222
I = aears T Ear)
2
(©) 7)== oa) = wtanz
T 2 — &y
(@) fle) = T g@):%
1 T
(e) f(x)::r2+4:r+7 g(x):x2+4x+7
1 T

2 + 3tan bz) cos? bz

3

h(z) = cos® x sin 2z

1
h =
(@) cos 2z + sin® x



10

arctan? x
(g) f(z)= Tra2

(h) f(z)=sin(2x — 3)

sin 2x

V1+sin?zx

sin 2x

() flx) = 2

 cos? (sin® z)

(k) f(x) = cos*zsin®x

Primitivas

1
;L‘ =
9(x) V14 tanzcos2 z

hx) = (@ +1)19

o _ 1

g(z) =€ sine h(x) 53y
sin 2z sin 2z
p— h p—
9(z) 1+ cos*z (z) 1+ cos?z
1 vVinz
p— h p—

9(z) 2242243 (z) x

(1) == () 1
XT) = =
g 1+ 23 V1 — 22 arcsin® z
g(z) = (8 — 3z) Y8 — 3z M) = 1 i -
et —1 1
p— h p—
gla) = (@) = ==
z(1 —2?) 3x—1
_ h(z) —
9(z) 1+ 24 (@) 2 +9
1 x2
p— h p—
9(x) coS T (@) 26 +4
1 1+sinz
g(x) =2z + z h(z) = !
2 a? + b2x2
1 1—sinz
g(x) = N/ h(z) = ——
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(V) F@)= T gla) = Lzt sinfln) he) = e
(W) f(x)= ﬁ o) = sin® h(x) = sin* z cost
() o) = 5 o) = =1 h) = sind cost o
(w) f(z)=sintz g(z) = sin® z h(z) = cost z
4. Determine a expressio geral das primitivas das seguintes funcoes:
® 1) = 5t R hz) = 2? V3T
(b) flz) = VT~ sc;;x + 22 g(x) = % h(z) = x(Tlln2x)
© F@) =T gl = % ) = EFD D)

_ tan \V3r — 2

(d) f(x) =tan*wzsec’z g(z) = J3s 9 h(z) =

3

sin bx

_ tan 5x — cot bx

earctanz + zln (1.2 + 1) 41

g(z) =

) flo) = == 1+ 22

_ arcsinx + x B 22 + In (:rz + 1) hz)

(f) flz) = e g(x) = (1 +29)n (22 + 1)

(g) f(z) = H:iﬁ% g(z) = 7 j2$ h(z) = e* sec
() J(&) = —= o) = =2
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2
: _ N ___z (2 L
(i) f(x) = cot(bx —7) g(x) = 5T h(z) = <sc + %>
) ~ In(z+1) _ cotw B 9
(G) flx)= pora g(z) = . h(z) = tanx sec” x
_ ot Z __snr-e — cos i
(k) f(x) =tandz — cot 1 g(x) P h(x) = cos® xsinx
Vvtanz 41 1
() f(z) = P g(z) = —cos (Inx) h(z) = zva? +1
(m) f(z) = o +3(g 4 2) o) = 21+ - h(z) = VT IO
x
) f(z) 1 () = 5— h(z) = cot?
n) f(z) = ———— T) = ——— x) = x
Vo114 x I V1+ x4 22
1.1.4 Propostas de resolugao de alguns exercicios
1. Considere as seguintes resolugoes:
3
T2 2
()ffdw—fxzdx—? :§x\/5+0
2
_1 7%+1 SL% 15\3/—2
f\/_dx—5fx Sde =5 3+1+C:5?+C’:? 24+ C
4 1
(c) f(x3+5x—ﬁ —E)dx:fx?’dx—i-E)fxdx—
4f:c_2dx - fsc_5dsc =
xt x? N x? x4 1
Z+5__4—_1_—_4+C_Z+5_+ +4_:E4+C
5
@)f@@+1ﬂx—VE+Ddx:f@W%+1mx:f(ﬁ4a0dx:%§+x+0:
2

2
g#vﬁ+x+c
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1— 2z + 22 1 1 5 1 _
(e) dem—fﬁdmifzderfldm—fm dx12f5dsc+f1dx—
%—2ln|m\+x+0 = —E—ln\x|2+m+C’ = —E—lnszrstrC' =

1
—— —2Ilnz+z+C=
x

1 1
f) [e*dx = 3 [2e*dx = 562‘70 +C

vy

) J10%dx = 10 +C

In10

er 4e*

1
W et = e

1
= Zln(1+4ez) +C

_ 3. 2
i) f\/z 236 e dr = fsc%*3dsc—fe“:dx+féd:c = fx*%dsc—fexder
3
1 T2 . _ 2 . _ 2 e
f;dm—T%—e +Injz|+C = N e’ +njz|+ C = P e* +
Injz|+C =
(.)fx2+1 —f (w +1) f3x +3 lln|$3+3$|+c
J x3+3x x3+3x x3+3x 3

z° 1 625
k do = =
0 S w =5/ 15

1
dxzaln(l—i-xﬁ)—i-C’

sin 3z 1 . —3sindz 1
— = —— - — *_l
) [ tan3z da fcosSxdx 3f p—— dx 3 n |cos3z| + C
5
) [ sin(3z) cos*(3z) = —% [ —3sin(3z) [cos (3x)] dz = —%M +C =
1
— 15 co8 ’(3z) + C
1
1 v
_ Inz _
() f :Uln:rln(lmsc)akC J In(ln ) dz = In[In(Inz)| +C
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722 z? 7 622 7
o dr =7 [ ——=dz = - [ ————dz = — arctan 22> + C
()f1+46 f1+(2x3)2 6f1+(2x3)2 6
cos T cos T
—————dr = | ————dx = arctan(sinz) + C
®) 1 +sin’x 1+ (sinz)? ( )

== arcsmsc +C

1
) -
1) [———=dr = [ —E—— dx—arcsm (Inz)+C
fx\/1—1n2x —(In
1
z’ - 1 1(1-a)2
) [———=dx= [23(1-2* =—=[—4x?3(1—2%) 2dz=—-—F"+
) [t = o (=) o= = o (10t =30
1
_—5\/1—(E4+C
1 1.
t) [ cosbx dx:gf5cos5x dx:381n5x+0
sec? _5 (tanz)™* 1
(u) ftan5 r = [sec’x (tanz) dx:7_4 +C:_4tan4x+c

2
1 (tan )
—) sec2gdx:272+02tan23+0

V) ftan%secdix:2ftang<2 5

)
9 _ psin“x _ 1—cos?zx _ 1 _ _ _
w) [tan®zdz = [ cos%cdx = e de = [ <(3052 1| dz =tanz—z+C
2. Considere as seguintes resolugoes:
(@) f1+cos,2:z: / 1+ cos?z dz = [ 1+ cos?z J f1+cos2:z:
—QaAr = T = €Tr = _—
1+ cos2x 1+ cos?z —sin?z 1 —sin?z + cos?z 2cos? x
1 cos?x 1 1

1 1 1
dsc+§fd:r:§tanx+§:r+C'

J =5

2cos?2x  2cos?zx cos? z

sinx + cosx sinx COS T 1
(b) | -3 dx:f<,3 +— )dx:fsinz

dz+ [ cos z (sin z) P de =
sin® x sin®x  sin®x x
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cotx+% +C = —cotx — 2sii12x C
, 1 . 3

(c) f(2+3tan5x)cos25:r f2+c%sia5rf5xdx:1_5f%d$:

1—151n\2+3tan5x\+0

. . e
(d) fﬁw:ﬁ%m:ﬂﬁm:%fﬁ
o2t
—;27 arctan (e”%7) + C
z+7 T 7 1 2z

1
I gy = [—2d L S —
(e>{1+x2x f1+x2x+f1+x2x 2f1+x2x+7f1+
3 In(1 + 2?) + Tarctanz + C

x x x
f d dzr = d
5(1—) VB /1 —— 1
5 5
236
= 2
%?f 5 dz 1arcsin +C

= __1 _ 2z
(g>f2_62zdm_ 2f2_62xdm_ 2]11‘2 € ‘+C

3. Considere as seguintes propostas de resolugao

7 1 7
— | dx = d d = d —3d
(a) f<3x—|—5+x3> x f3x—|—5 x—i—f T = 7 f z+ [ %dx
7 -2 7 1
:gln\3x+5\+$_—2+0— In |3z + 5] — —+C
1+ 222 1+ 2%+ 22 x? x?

O |zt =) mrra e =) mara et masa e
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1 1 z! 1
= fﬁdx+f . +Sc2al:r =—+ arctanx + C = - + arctanz + C
1 . —2zsinz? 1
200 — __ - _= 2
(c) [ztanzide = 2f - dx 21n‘cosx |+C

x

2
(d) J = dv = [ AL s = n|[VITa2+1]+C =
\/1+172(\/1+:c2+1> vitazf+l

ln(\/1+—x2+1)+c

5

(e) [cos®z(2sinzcosz)dr = —2 [costz (—sinz)dw = —2COS5 Tic
O [— g ! do= [ —do=tanz + C
v = T = r =tanx
cos 2z + sin® cos? & — sin? x 4 sin® cos?
(&) J(w+1)dz = % o
(h) [e*sine*dz = —cose” +C
1+ sin? )2
1 _1 + sin“ x
(i) [sin2z (1 +sin2x) >de = [2sinzcosz (1 +sin2x) 2dr = % +
2
C=2V1+sin’z+C
0 [ sin 2z do = | 2sinzcosx do — tan (sin2 x) L C
VT os? (sin®z) cos? (sin” z)
(k) [costzsin®zsinz dz = [cos*z (1 —cos’x)sinz dz = [coszsinz do —
5
cosb xsinz dr = — [cos*x (—sinz)dr + [cosbz (—sinz)dr = v T
)
7
cos’s

7
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1 1 !
L - Ve T = Lx: 2/ x = 2arctan
(1) é(l—i-x)\/id fl—i—xd f1+(\/s_c)2d 2f1+(\/_) dx = 2arctan \/z+

(m) [(8— 336)\/8 Szdr = [ {/(8 — 32)%dx = [ (8 —32)% da :——f ~3(8 — 32)

ulloy

d:
(8—35E> 155 11 5 2
8T o= 22083 C=—2 (83228 _3z+C
3 S -+ g VE 3 33 (8~ 37) v
e2r — 1 e2® 1 B B
() [——dv=[—dx— [—dr= [e"dr — [e "dr = [e"dr + [ —e "dx =
e e e
e +e *+C
z(l1—a%) x 3 1 2x | Ax? B
(0)f 1+ 4 d:c—f1+$4d:r—f1+x4dx—2f1+($2>2d$—4f1+$4d1’—

%arctanx2——ln‘1+x4|+0—larctanﬁ——ln(l—i-x )—i—C’

1+sinx sinx 1
(1+sinx) cos ac B (3052 _ rcostz | coslz
®) (1 +sinz) cos? x =/ T ez 1+sinz sinz %% = J 1 sinz ¥
CoS T COST  COSZT

f sec z tan x + sec?
secx + tanx

dr =In|secx + tanz| + C

— COST

1—cosx 2—1—cosz 1 -1
- = [ P 9 -
(Q) f f 1+ coszx v

= =2(—d
14 cosx v 14 cosx v f1+cossc erf

1 1
22 o [lde=2[—2_do— [ldr=2tan’ —z4C
- 1+ cosz T o2 E B 2
9 2
1 1 b
1 ) 11 p
) [ arpade = — 22 b22 v = [ gde = - —dr =

b
— arctan 2 +C
ab a
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1 b
1 . . 1 .
8) [ ——=—=dx = = [—4& ——dp=- [ —L——dzx =
f'/a2—b2x2 f 1_b22 f L b_m 2 bf . b_m 2
a a
1
—arcsin—x+C'
b a
1 —sinx+ 14 sinx —sinx
t R — = - [
(t) fl—i—sinx v f 1+sinx fl—i—sinx
—sinz (1 — sinx)
1 — 1 =
J1de f(1+sinx)(1—sinx)dx+f dz
—sinz +sin? z sinz + sin? x —sinz
—dzx ldr = [ ————"— “dx 1dx =
f % sin? z +f v f cos2 x +f v f cos? x
sin® x
fco2 dx +f1dsc—
J(—sinz) (cosz)™ d:z:+f — cos” xdstrfldx =
-1
J(—sinz) (cosz)™ dx+f d:r—fld:r+f1dsc— S—l SC
+tanz +C = — +tanz +C
CcoS T
1 1
4:1:2 V/—(422 + 3z — 2) ¢, +§ 279
Ty 16
1 1
41 41
. = ==
/ de = [ 16 de = [ 16 dr =
41 3\ 2 3\2 3\’
20 + = 2x + — 2+ -
16 4 X 1 - 1
i i
16 16
2
4 20 42
1 S xr
—f 16 dr = = arcsin +C':—arcsm8x+3+0
2 3 2 41 V4l
2x+z_1 16
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1 sin? z + cos? x sin? z cos? z sinfx 1
1. (a dr = | ————— dz = dr = | ————dxz+
() [ cost x J cost x J cost x J 03084 x J cos? x cos? x
1 1 1 tan® x
dr = tan2 zdz dr = tanz + C
J cos? z J cos?2 x +/ cos? z 3 + +

1 2z 1 2
w. fcos4 xdr = fcostcos2 zdr = | +C208 sc +C208 Ldw =

1 1 1
1 J (1 +cos 2z)? do = 1 [ (142 cos 2z+cos? 2z)dx = 1\2 +sin2z + [

1 4 sin? +1 +1s'4 x+sin2x+x+1
= - in - —sin = — -+ —
4 \" Ty (P m 4771 T8 T3
. 3z sin2x sindx
sm4x+0—§+ 1 + D)

1 4
+czos x dm)

+C

1.2 Meétodo de primitivacao por partes
Dadas funcoes reais de varidvel real u e v, é valida a regra operacional do produto
(wv) = v'v +w'.

Aplicando primitivacao obtemos

/(uv)/dac:/u'v dm—i—/uv' dx
uv:/u'vdstr/uvl dx.
/u’v dx:uv—/uv' dzx.

Esta igualdade indica como proceder para primitivar um produto de duas fungoes (que

ou seja,

Temos entao

nao possa ser visto como primitiva imediata): escolhe-se uma das fungdes para primitivar
(u') e a outra para derivar (v). Assim, com base nesta igualdade, podemos praticar o
método de primitivagao por partes. Este método é efectivamente 1itil nos casos em
que o produto uv’ é de mais facil primitivacao do que uv. Quando pretendemos aplicar
o método de primitivacdo por partes no cdlculo de uma primitiva [wvdz hd que escolher

u’ como algo que se sabe primitivar (para obter facilmente u). Conforme ja foi referido,
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esta escolha deve ainda ter em conta o objectivo de encontrar em [ uv'dx uma primitiva

imediata.

Exemplo 1: E nosso objectivo calcular a primitiva f zlnz dr. Tomando v = x e

2
= /u/dsc:/xd:r:%

1
voo= (lnx)/:;

v =Inx hd que calcular

Pela formula de primitivacao por partes obtemos

/mlnxdm = iE—lnac—/——dac-:E—lnac—l/acdat
2 2
x

Exemplo 2: Pretendemos calcular a primitiva [ z2edx. Tomando v = e* e v = a2

U = /u'dm‘:/ezdm:ex

o= (m2)/22sc.

hd que calcular

Pela férmula de primitivagcdo por partes obtemos

/chexdsc = e%z? — /e‘r (2z) dz = e®2* — 2/6%‘ dz.

Contudo, [e*z dzx (ainda) nio é uma primitiva imediata. Conseguimos, no entanto,
baizar o grau do polindmio que faz produto com a exponencial. Procedamos de novo a
aplicacao do método de primitivagcdo por partes tomando de novo u' = e* e agora v = x.

Temos u = e® e v' =1 logo

/x2ezdx = "z? - /e"” (22) do = e®2? — Z/ezx dx
= e"z® -2 <e’”m - /ex.l dm)

= "2 — 2%z +2¢% + C

= ew(x2—2x+2)+0
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A seguinte tabela fornece algumas pistas para a escolha referida acima:

/

Produto u v

f(z).expx expr  f(x)
f(x).sinx sinx f(z)
f(x).cosx cosx f (@)
f(z).tanz tanz  f(x)
f(z).cotx cotz  f(x)
f(z).arcsinz f(z) arcsinzx
f(z).arccosx  f(x)  arccosz
f(x).arctanz  f(x) arctan x
f (x) . arccot x f(x) arccot

f(z).Inz f(x) Inz

Observagao: Notemos que ndo sao conhecidas regras de primitivacdo para as fungoes
inversas In, arcsin, arccos, arctan e arccot e por isso estas fungoes sao tomadas como v
(sobre o qual apenas é necessdrio derivar) na regra de primitivagao por partes. A outra
funcgao a considerar sera u' = 1. Jd para as respectivas fungoes directas exp, sin, cos, tan

e cot sao conhecidas algumas regras elementares de primitivacao.
1.2.1 Exercicios propostos

1. Determine a expressao geral das primitivas das seguintes fungoes:

(a) f(x)=wsin2z g(z) = 3@ h(z) =2"Inx

(b) f(z) =a?sinz g(z) =Inz h(z) = (2% + 6z — 2) exp g

(¢) f(x)= arctang g(z) = 32 hz) = 23e”

(d) f(x) = arcsin 2z g(z) = €% sin 2z h(z) = sin = cos 3z

(e) f(z)= 00:2 - g(z) = (v +3) expg h(z = (222 + 1)

) f(z) = ze® o) = arcsin S e = 2 cos5a
(g) f(z) =1z g(z) = arctan 3z h(z = €2* sin 3z

(h) f(z) = (22 — 1)sin 22 o(z) = aTer’ By = L 20D
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(i) f(x) =xsinzcosz g(z) = sin(Inx)

X

0) f2) = —

sin® x

g(x) = sin 2z cos 3z

g(z) = arcsin® x

() f(z)=In (m +VIT $2)
(1) f(x) = arctan/z g(z) = xcos’z
(m) f(z) =In(2?+1)

(n) f(x) = €3 (sin2z — cos 2x) g(x) = cos (Inx)

(o) f(z)= CZix g(x) = 3% cosx
(p) f(x) =xtan®z g(z) = 2% sinx

(@) f(z) =2zve+1

g(x) =zln(xz+3)

() fl@)=" 7, 9(x) = a2 cos

1.2.2 Algumas solugoes

Algumas solugbes dos exercicios propostos:

—_

1 1
. [xsin2z dz = ZsinZsc—EsccosZstrc

2. [ze " de=—e"(x+1)+c

l.n-i—l 1
3. fx”lnscd:c:n+1<lnxn—+1)+c
4. [arctan /z dx = v arctan/z — \/x + arctan \/z + ¢
5 2 1 1
5. [zcos®x de=— 4 —xsin2z + - cos2z +c
4 4 8
6 fln—mdx——iln(x\/g)+c
Y3 22
x arctan x
7. 7dac:\/1+x2arctanx—ln(x+\/1+$2)+c
J V14 a2

Primitivas

Inz

Inz
M=
In?z

h(z) = xarctanx
V1422
h(z) = e*sinx

In (Inx)
x

h(z) = In (3x)

h(z) =

arcsin x

h(IE) - 2

x

h(z) = z arctan® x

h(z) = cos? (Inx)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

METODO DE PRIMITIVACAO POR PARTES

. fln(:r2+1) dsc::rln(:c2+1) —2x + 2arctanx + ¢
. fanIE dx:sc(ln2:r721n:c+2) +c
In? 1
fn—; der = —= (ln3x+3ln2x+61nx+6) +c
T T
[ (arcsinz)? dz = x (arcsinz)?® + 2arcsinzy/1 — 22 — 2z 4 ¢
[ e*sinz dr = e” (sin x2— cos ) +c

3x
[ €3% (sin2x — cos 2x) dx = 61—3 (sin2z — 5cos2x) + ¢

[sin(Inz) dx = g (sin(Inzx) — cos (Inz)) + ¢

Jcos(Inz) dx = g (cos(Inzx) +sin(Inx)) + ¢

Jetx dr=e"(z—1)+c
f:l:?’e% dzr = %€2I (sc3 — %ch — %I‘ — %) +c
fcosscd __sinx +cosw
ev B 2e®
x
3% cosz dr = ———=— (sinz +1n3cosz) + ¢
J 1+1n23( )
JIn(3z) dz =z (In3z—1)+c
z? 212
[ztan®z dv = —tan’z + —— — ztanz — In|cos z| + ¢
2 cos? x
$26x T
[ z2e"sinz dx = 5 (sinx—cosx)—i—xezcosx—3(cosx+sinx)+c
arcsin 1—+1—22 )
[ ——=— dx =log|—————| — ~arcsinz + ¢
x x x

fln(sc+\/1+x2) dm:xln‘x+\/1+x2‘—\/1+:c2+c

fl'\/w—i-ldl':%1‘\/(1‘4‘1)3—%\/(1'4-1)54-0

23
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2 2 3 9
26. [zln(z+3) dx:%ln(m+3)—%+g—§ln(m+3)+c
2 2?1 ) 1 )
27. [z (arctanz)” dz = ?—i-é arctan x—xarctanw+§ln(1+x)+c
28. fx,CO;x do = —— +1Infcscz — cot x| + ¢
sin” sin

1 2
29. [23e”” dz = =" (2% —1
fx e X 26 (x )—i—c
30. f$2COS{E dr = z?sinx + 2z cosx — 2sinx + ¢

1
31. [asinzcosz dx = 3 (4:rsin2x— 2:r+sin2:c) +c

Inx

32. f% de =2\/x (Inx —2) + ¢

33. [cos? (Inz) da =z (cos® (Inxz) — cos (Inxz) — sin (Inz)) + ¢

9 _ —2% -5
34. f(x —2:1:+5)e Idsz+c
35. [ acz dr = —zcotz+In|sinz| + ¢
sin®
In (1
36. fwdlenﬂn(lnm)—ﬂ—i—c
T

1.3 Primitivagcao de funcgoes racionais

Relativamente & primitivagao de fungoes racionais (proposta no ficheiro ”Primitivacao-

parte2”) queira considerar o seguinte: dada uma fungao racional

(isto é, a fungdo F'(x) é o quociente de fungdes polinomiais N(x) e D(x) na varidvel
x), F(z) diz-se prépria se N(z) tem grau inferior a D(z) e diz-se imprépria no caso
contrario; relativamente a sua primitivagdo temos: (i) se F(x) é imprépria proceda-se
a divisao dos dois polinémios obtendo-se um quociente Q(x) (chamada parte inteira de

F(x)) e um resto R(x)
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onde R(x) tem grau inferior a D(z); (ii) se F' (x) é prépria entao determinem-se as raizes
do polinémio D (x) e proceda-se & decomposicao de D (x) em factores de grau 1 (factores
lineares) se as raizes forem reais e em factores de grau 2 (factores que sao somas de quadra-
dos) se as raizes forem complexas (pares de raizes conjugadas). As raizes encontradas para
D(z) podemos fazer corresponder fracgdes simples (também simples de primitivar!...). A
cada raiz real o de multiplicidade k fazemos corresponder k fracgoes simples, a saber,

Ay Ay A1 Ay

(sc—a)k’ (:L’—oz)kfl’m’ (x—oz)wl‘*a

e a cada par de raizes complexas a + bi de multiplicidade k£ também fazemos corresponder

k fraccoes simples, a saber,
Bix+C4 Box + Cy B 12+ Ci_1 Brx + Cy,
k’ k=17 27 2 :
((ac —a)’ + b2) ((w —a)’ + b2> ((:z: —a)®+ b2> (& —a)” +0?

As constantes presentes nos numeradores das fraccoes simples assim obtidas sao calculadas

pelo Método dos Coeficientes Indeterminados ou por outros métodos conhecidos (por ex-
emplo, o método de Taylor). Para primitivagdo de fungoes racionais considere ainda a

proposta de exercicios que se segue.

1.3.1 Exercicios Propostos

1. Determine a expressao geral das primitivas das seguintes fungoes racionais:

@ f@) = o ) ey ) S
(b) flz) = 2x2$—+5;+2 g(x) = % h(z) = ﬁ
© 1) =@ T 3) (@ +5) M) = Z43%f211122i+ s
(@) f@) = = o) = o) = Lot
(©) f@) = 7= 1);6@ = g(z) = ﬁ h(z) = %
0 fl@) = Lt R e SR O B e
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1 422 — 8
(g) f(z)= R 9(z) = @ )2 @1 1)
() fa) = T g(m>:w3+x2+2x+5

(@2 +1)* (z — 1) (@2 +z +3)°

2. Determine a expressao geral das primitivas das seguintes funcoes racionais:

(@) f@) = s o) = o

(0) fl2) = o) =

(¢) flz)= #219 9(w) = #&im

(@) f2) = e o) = o

(e) fla)= % g(x) = gfi%_?’% h(z) = m

f) f(z)= x(xl D) 9(2) = — +;x+5 h(z) = 4:,;21* 9
®) /)= (x—1|—2)(x+3) o) = (ij ;fg’ﬁ(i 1—42>

W) ) = (f“’f o T e p— M) =

(i) f($)=% 9lw) = (x1)2(xi1)(:c2+1)

() f(x) = xf’ff;z% 9(z) = m Mz) = %
) fe) = s o) = e o) = ST
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1 -1 L
) @) = 5 o0 = e Me) = s
$3+2 1

(m) f(z) = g(z) = (

(@2+z+1)(x—1)? 2?2 — 4z + 3) (2?2 + 4z +5)

1.3.2 Algumas solugoes

1. P% =In (2121)3 +c

2. ﬁm:bg Ei:;;z +c

3. Pm:%amt&m:C 1—|—c

4. P3x2 —135—1— 1= \/21_1arctan6%7\/1:11 +c

5. P% :%log‘x2—4x+5|+4arctan(m—2)+c

6. P%:$%log|x|+§log|$l|glog|x+2|+c
7. Pwaﬁ_i—;;_mzlog\x—ﬂ—%log m—%'—i—c

8. Pac31+1 :%log mgx—;xl—)jl —i-ﬁarctan \/_§ +c

9. Pm4x_1:ilog iz;”—i-c

e I 4 2z 41
10. P% :SC——ﬂlﬁ—i-5log|gc\—210g|962—i-96—i-1‘——arctani
B+a2+z 2 V3 V3

11. P x ——llo =1 — L —larctan:r+c
)@@+ 8 P2+l d@—1) 4
T 1 1 1 T —
12. P . + ~—lo te
@ 12@+1)° B8@-1) 4@+1? 16 °|@t1)?
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13.

14. P

15.

16. P

17.

18. P

19.

20. P

21.

22. P

23. P

24. P

25. P

26. P

1 1 1 1

@—12  d@—1) A(@+1) Ty los

r+1
r—1

o

1 T 1
= - t
(m2—|—1)2 2(m2+1) +2arc anx + ¢

! ! +1
= 0
z(z+1)2 s

X
@+ 1) $+J*“

x 1

(x4 3)°
z+t)(@+3)(xt+5) 8 °°

(z+5)° (z+1)

+c

P 4at—8 3 22
W:?+?+4$+10g

1 x
m:bg‘m'

m2+x\/§+1
22 —xv2+1

+c

4 1

{E4——|—1 = % + \/iarctan

zV/2
log 1

—— +c
— 2

(¢ —1)°

42 — 8 32 —1 o
& 241

z-12@21 1?2 (@-1)(@2+1)

+ arctanx + ¢

0

51

. :é(m?’—i-log‘x?'—l‘)—i-c

r—3
xr—2

22 —5x+9
T EOTT Y g
o

‘+c

$4—6$3+12$2+6_m‘2 7

a3 — 622+ 122 — 8 ?_(;sz)?—i_c

1 1+ 1 1 ¢ n
— = —— 4+ — — — —arctanxz +c¢
8 + 26 xr  3x3 bbb
3 +1 (x—1)*

z(x—1)>3

= log - - +c

1 1

(z+1)(z +3)
t+)(@r2)(x+3) 28

(z +2)

e

Primitivas
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27. P%:5$+%log|m|glog|x1|+%log|x4|+c
28. Pi,)—lz%—%logx—%‘—i-l—zlogx—i—%'—i—logm—l—c

29- P:c34sc21+5sc2210g i—;‘ ﬁ+c

30. P(;UQ 2):2:11)3 _ 2(;3 e + - i 1 + 2log i—;l‘ +c
3Lfujfgﬁii;Q:_2@%3)_2@i&>+c

g prtt .t 1

(z-17° (z-17 =z-1
1.4 Meétodo de primitivacao por substituicao

Para determinar a expressao geral de uma primitiva f f (z) dx pode ser conveniente sub-
stituir a varidvel & por uma nova varidvel ¢ (mudanc¢a de varidvel) do seguinte modo: para

x = g(t) onde g é uma funcao injectiva, temos a taxa de variagao
dr _dg
dt  dt

donde dz = ¢/(t)dt, logo

[t@ia= [ ra@)d @

Apés resolver a primitiva do lado direito (resultante da substitui¢do) procedemos a "re-
cuperacao” da varigvel original = atendendo a que t = g~ () (notemos que ¢ foi tomada

como injectiva). Temos entao

/f(ff) dx = /f lg@®)]g (1) dt =0 (t) = ¢(g7" (2)) = F(x).

Por outro lado, dada F'(z) = [ f (z) dz temos F uma fungao da varidvel z e, por sua vez,

x = g(t) uma fungao da varidvel ¢. Como tal F' pode ser considerada fungao da varidvel ¢
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obtida por composi¢ao de fungbes. Atendendo & regra de derivagao da fungao composta

(dita regra da cadeia) temos

dF(z) _ dF(g(t) _ dF(2) dv _ dF dg
dt — dt  dx dt dx’dt

e, dada a forma como foi definida a funcao F', segue que

dF(z)

Isto implica que
F@) = [ Ho®)g' ) di
ou seja,

[t@aa= [ a9 a

conforme afirmado anteriormente.

8 = 1) % = £ (1) = (9() 90

Consideremos o seguinte quadro que indica as substitui¢oes apropriadas quando estao

presentes certos radicais. Estas substituicoes dizem-se substituicoes trigonométricas.

Funcao com z=g(t) ¢ (t) t=g 1 (x)
P ; / in
a* —x r =asint x =acost t = arcsin —
a
T
Va2 4+ z2 xr=atant 2’ =asec®t t = arctan —
72 / z
T a xr =asect x =asecttant t = arcsec—
a
1
ek@ Int - er
f t
In" x et et Inz

Exemplo 1: A primitiva f ePdx ¢é imediata:

1 1
/e5xdx = /5e5xdx = 56576 + C.

No entanto, se efectuarmos a mudanca de varidvel dada pela relagio bx = t, temos

t 1
T == g(t) logo g/(t) = = Pela formula obtida para o método de primitivagao por

substituicao temos entao

1 1 1
5. tdog L e Ly
/e d:c—/e5dt 5/edt 56+C'
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e, voltando & varidvel original x, temos

/e5zdx = %659” + C.

—_

Notemos que foi essencial considerar a derivada ¢'(t) = —. Caso contrdrio, obteriamos

(@4

/etdt:et—i-C’:eE"”—i-C’

que é um resultado errado jd que (e5x + C), = 5e5 diferente da funcio €3 que se primi-
tivou.

Exemplo 2: Pretendemos determinar [ (\/x + 3)4 dz. Consideremos a mudanga de
varidvel obtida pela relagdo /x =t. Temos x = t?> = g(t) logo ¢'(t) = 2t. Pela férmula

obtida para o método de primitivacao por substituicao temos entao
/(\/E+3)4dx - /(\/t_2+3)42t dt = /(t+3)42t dt
= 2/(t2+6t+9) (t* +6t+9)t dt
= 2 /(t5 +12t* + 5413 + 108t2 + 81t)dt

6 o 4 3 12
= 2 <— + 12— + 54— + 108— +81—> +C

6 5 4 3 2
= §+%t5+27t4+72t3+81t2+0
ou seja, voltando & varidvel original x,
/ (Vz +3)'de = %3 + 2496;‘/5 +27a% + 720/7 + 81z + C.

Notemos que, se optarmos por obter a expressdo das primitivas sem recorrer a substituicao,

também temos

/(\/E+3)4dx - /(ﬁ+3)2 (\/E+3)2dx:/(x+6\/§+9) (2 + 6y +9) da
(2% + 122y/z + 54z + 108\/z + 81) da
(2 + 1203 + 54z + 10823 + 81) da

3
2 T2
3

8
Wl

54‘% 1108 + 81z + C

—+
—
\)
wlc‘.ﬂ|
—+

2

[\)
&

[\
5

X

+

I
0| B, o] B, — —

+ 2722 4 T2x+/z + 81z + C.

ot
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Este exemplo é aqui apresentado também com o objectivo de evidenciar a importincia de

considerar a derivada ¢'(t). De facto, se nao for considerada essa derivada

/(\/t_2+3>4dt /(t+3)4dt

= /(t2+6t+9) (t* + 6t +9) dt

= /(t4 + 1263 + 54¢% + 108t + 81)dt

3 2

o 4 t
+ 1()8 +81t+C

t
= —+12—454—
5Jr 4+ 3

2
= \/_—l-Sx 2 4182z + 54z + 81z + C

obtemos um resultado errado. Confirme, fazendo o cdlculo da derivada, que

2 /
<¥+3$2+18x\/5+54x+81\/5+0) + (Vz +3)*.

1.4.1 Exercicios Propostos

1. Determine a expressao geral das primitivas das seguintes fungoes:

@ fe) = 5 o) = s o) = s
0) Jo) = e fiutt]  gle) = Y (@) = T [Aul)
= L u xTr) = eﬁ u Tr) = lnim u
(© fe) = 2Ll g(o) = e[Aub]  hle) =~ [Aula
(@) (o) = oo o) = Y2 (@) = o/ 2 Al
62:1: 3

© £0) = g g(x) = sin 7 ha) = V1+V2+ B re

() f(x) = Ve =1 o) = o ha) fﬁf

(6) f(z) =2>VI= 22 o) = s M) = T
I+x x x?+3

W) S0 = 15 o) =1 o) =
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0 o) =152 o) =2 (24 322) he) = 25/ S
) W3z +1 oz o) — 1
0 10) = e 9@ = o= Y s TR

2. Utilize substitui¢oes trigonométricas para determinar a expressao geral das primiti-

vasa das seguintes funcoes:

() fl@) = —m—lAulal  ga)= YL h() = ————[Aula]
Va2 +1 x x2Vx2 +4
IIJ’2 Ve —
(b) f(x) = W[Aul&] g(x) =vVa?+2x+3 h(z) = ;4 ! [Aula]
(©) fla) = —— o) = ——2 ha) = Y
44 (z—5)? (z—2)%-3 ‘”
@ fe) =@ -DVI-a-?  g) =0 ) = L0
1
(e) f(z)=+v922—4 g(x) = N/ h(z) = V1 —z — z?[Aula]
.’1,'2
(f) f(x)= Vi g(z) = 22v/2x + 1 — 22 h(z) = Va2 + 22
1 1 2
® S0 = T S sV v B TR
x? x? 1
() f(z) = N 9(z) = ERTT h(z) = N

Algumas solugoes

1/2. Algumas solugbes dos exercicios propostos

[

1
(a) Ped* = 36530 +

4
(b) \4/%:_:_1—§<4x3—10g<4x3+1>>+c
x
1 2 22 —3
(c) — arctan
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@ P Vr+l o 6 12
Va1 VB Ve e

1
pP— =9 + — 21 1+ _|_1 +
(e) 1 \/_1 AV og( VI ) C

(f) P Ve = 2\/z — 2arctan/x + ¢

T+ 1

L g () ¢
Trer B \Tqer) ™€

(h) PL:x+%%+%w+2ﬁ+3%+6%+610g|%—1|+c

+2logx —24log ( ¥z +1) +c

ViV
(i) PeV® =2evV® (\/z —1)+¢
%) Ploi = (—4+210g$) V1+logx +c¢
zv/1+logzx 33
1
(k) P———= =2arctanye* — 1+¢
ver —1
N R—) 7,2
) P% :\/xQ—QQ—aarctan%—i-c
e+ 1\?  [z+1\Y? N R |
p - 1 +
(m) <m—1) <m—1> SlVeritve_1| ¢
2z T
e 4 33e” — 25
P———=1 T4+ 1)—
0 P ()= e
(0) Psin¢/z = —3Vx2cos /z + 6z sin /z + 6 cos /z + ¢
o) P L |vErio
P V2 +1 2 & Va2 +1+41

(q) PvVer —1=2(Ve* —1—arctan/e* — 1) +¢

2
\/_ 3($—2)\/$+1+c

\/ 14+ Va2 +1-1
) W

arcsin — —

22 9 ( Az 4:5\/916:52)
B 5 o9 |T¢



1.4. METODO DE PRIMITIVACAO POR SUBSTITUICAO

V1—2a2 . V1-—22
(v) P 5— = —arcsinz — +c
T z
3
Va?—1 (22 = 1)
(w) P o = 3.3 +c
x) P 1:02 .- arcsin x —255\/1 — a2 L
V1-—z

1 1
(y) Px?V4 — 22 = 2arcsing - 51‘\/4 -2+ 1563\/4 —z2+c

N —
(z) PYE — Y _ /27— a? —qarccos < + ¢
x x
1
§) P—1 = arctanvVz? — 1+ ¢

/72 —
1
(1+z)Vx
1+ 2

0P

= 2arctan+/z + ¢

35
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Capitulo 2

Integrais

2.1 Definicao e interpretacao

Seja f uma funcao real de varidvel real definida e continua no intervalo limitado e fechado

[a,b], a < b. O integral numa sé varidvel (z)

/ab f(z)dx

(frequentemente designado por integral simples) é definido como o limite de somas de

Riemann

b
/ f(z)dx = lim(somas de Riemann),

que podem ser construidas como a seguir se expoe.
Consideremos a divisdo do intervalo [a,b] em n subintervalos de igual amplitude e
designe-se essa amplitude por Az. Temos Az = (b — a)/n. Sejam xg, =1, T2, ..., Tn_1, Tn,

com xog = a e x, = b. Constréem-se 2 somas de Riemann (especiais) ao considerar:

Soma pela esquerda = f(zg) - Az + f(z1) - Az + ...f(zp—2) - Az + f(zp_1) - Az
Soma pela direita = f(z1) - Az + f(z2) - Az + ...f(xn-1) - Az + f(zy) - Az.

Em cada uma destas somas cada parcela (ou cada termo do somatério) é relativa a um
dos n subintervalos: é o produto da amplitude de cada subintervalo pelo valor da fungao

f calculada num certo valor z; seleccionado nesse subintervalo(atenda as figuras 1 e 2)
37
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Independentemente da forma como se construiu cada uma das somas de Riemann
referidas acima, sempre se seleccionou um valor z; em cada subintervalo e sempre se

considerou a sua imagem f(z;) permitindo obter, entdo, uma soma

Definicao: Seja f uma fungdo real de varidvel real definida e continua no intervalo
[a,b], a < b. Define-se o integral definido & Riemann da fun¢do f de a até b como sendo
o limite, na varidvel n, das somas de Riemann quando se consideram n subdivisoes do

intervalo [a,b]. Denota-se este integral por

/a  Ha)de.

Tem-se entao

b n—1 n—1 .
/ fla)da = lim 3 fla) - Ar = lim 3 f(z) =3
a i=0 i=0

A funcgdo f é designada por funcdo integranda e os nimeros reais a e b por extremos ou
limites de integragdo, limite inferior e limite superior, respectivamente. O intervalo [a, b

é designado por intervalo de integra¢do. Considera-se,ainda, que

[ f(x)de =0 (caso em que a = b)
fZ’ f(@)de = — [ f(z)da quando b < a

Exemplo: Para o cdlculo de foﬁ xzdx dividimos o intervalo [0, 6] em n subintervalos de

amplitude Az = 6/n. Seleccionamos os valores z; como sendo os extremos da direita em
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cada subintervalo, isto é, x9 = Az, 1 =2 Az,...,.xp—1 = n - Az. Temos, entao,

n—1 n—1 n—1 n—1
So = Y fl) Ar=> f(iAz)- Az =) i-Az-Azx=(Az)*) i
i=0 i=0 i=0 i=0
B 2 Caeldn o 6N\?14n 14m
= (Ax)*(1+4+2+...4+n)=(Ax) 5 =1\ 5 n =18 mat
Como tal,
6 n—1
/ xdx = lim Zf(xi)-Ax: lim 181—;71:18.

Devemos, no entanto, salientar que este procedimento é em geral dificil de efectuar

para uma funcao arbitraria.
Problem 1 Em que condicoes estd garantida a existéncia do integral f; f(z)dz?

Ha que garantir a existéncia do limite considerado quando n — oo, ou seja, garantir a

convergéncia da série numérica

S fwn) Ar =3 flan) L

n
n>0 n>0

Definiu-se o integral f; f(z)dz para fungbes f continuas no intervalo [a,b], intervalo
limitado e fechado. O teorema de Weierstrass garante entdo que f admite neste intervalo
um m&ximo e um minimo, isto é, f é limitada neste intervalo.Isto garante a convergéncia
da série acima e a existéncia da sua soma S que corresponde ao valor do integral

n—1

b
/ f@)dz = lim > f(z;)- Az = lim S, = S.
a n—oo i—0 n—oo

Também estd garantida a existéncia do integral no caso em que f tenha apenas um
nidmero finito de descontinuidade de 1* espécie (também referidas frequentemente como
descontinuidades de salto) no intervalo [a,b]. Sendo o nimero de descontinuidades finito
torna-se possivel considerar um nimero finito de integrais, cada um em intervalos onde a
func¢ao seja continua. A obtencao do integral f: f(z)dz é possivel pela seguinte propriedade

dos integrais:

/:f(:c)dstr/cbf(:z:)dsc:/abf(x)dsc’ a<c<b
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designada por identidade de Chasles.

Consideremos, de seguida, que f(x) > 0 para x € [a,b]. Sendo f uma fungao positiva
no intervalo [a, b], podemos interpretar cada parcela f(z;)- Az de uma soma de Riemann
como a drea de um rectangulo de base Az e altura f(z;). A soma de Riemann que se
considere corresponde, entao, & soma das dreas de todos os rectangulos.

Cada soma de Riemann corresponde, portanto, a uma estimativa da drea da regiao do
plano limitada pelo grifico da fungado f e pelo z-eixo, entre as rectas t = a e x = b.

Quando é considerado um nimero cada vez maior de intervalos, ou seja, quando a
amplitude Az tende a ser cada vez menor, os "topos” dos rectangulos tendem a ”ajustar-
se” cada vez mais & curva do grafico. Assim, a soma das dreas desses rectangulos tende
a aproximar-se da drea limitada entre a curva do gréfico e o z-eixo desde a até b (uma
forma de efectuar essa diminuicdo de Ax seria dividir cada subintervalo ao meio, depois
dividir novamente ao meio cada um destes iltimos e assim por diante). Atenda as figuras

seguintes.

0a 08

0.6 08
0.4 0.4

0.29 0.29

12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 o 12 1.4 16 18 2 22 24 26 28 3 U 12 14 16 18 2 22 24 2B 28 3
X H X
Podemos, portanto, afirmar que

/ b f(x)de = Area da regiao do plano compreendida entre
a o grafico de f(x) e o xzx — eizo de x = a até x =b
Observacao: Uma outra interpretagao do integral f; f(z)dz pode ser feita quando f
representa uma funcao densidade (digamos uma densidade de populagao ou a densidade
de uma substancia) no intervalo [a, b]. Neste caso, o integral calcula a populagao total ou
a massa total da substancia.
Observagao: O integral f: f(x)dz também pode ser interpretado como o trabalho
realizado por uma forga f quando o ponto material de aplicagdo da forga se move em

movimento rectilineo de x = a para x = b.
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2.2 Propriedades dos integrais - Integral definido/Indefinido

Seja f uma fungao real de varidvel real definida e continua no intervalo [a, b], a < b. Temos

as seguintes propriedades

/bk-f(x)dx _ k/abf(x)dx, keR

a
b
a

b(f(sc) (z))dx = bf(:r)dirJr g(x)dx aditividade
/ [ s |

+9g
1 b
2 / flx)de = f(xo); zo €la,b] Teorema do valor médio
—a,

Proposicao: Seja f uma fung¢do real de varidvel real definida e continua no intervalo

limitado e fechado [a,b], a < b. Se
Flu) = / F(@)do

ent@o di F(u) = f(u). Isto ¢, é vdlida a formula
u

d u
[ s@iz = s,

designada por férmula de derivagio do integral.
Observagao (Integral Indefinido): No caso em que u(x) = x (i.e, u é a fungdo

identidade) esta proposi¢ao é enunciada como

ﬂ@zfﬁmmzﬁﬁwzﬂ@
ou seja, L
E;lf@ﬂx=ﬂ@-

No entanto, para evitar confundir os "papeis” dos vdrios x's deve ser enunciada da

sequinte maneira

d xr

— t)dt =

& [ rwa = s,
ou seja,

ﬂ@jﬁﬂwhéﬁw=ﬂ@

significando que F(x) é simplesmente uma primitiva de f(x).
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Observagao: Como generalizagdo da formula de derivagcao do integral temos

d %@ dey dey
— t)dt = 2 _ 1
B 0= Fe@) S
ou, mais geralmente,
d [e2(2) #2(2) gf dipy de,
i ot [ foe) 012~ Sorte) )

designada por regra de Leibnitz para a derivacao sob o sinal de integral.
d
Exemplo 1: e ff Pdt =a2%-1—42.0 =22,
T

d
Exemplo 2: — 15 Bilgr = 541 . 13;7“1 -0=0.

d.’I,' 7 57
d 3z x
Exemplo 3: o f53 (2% + 5z +7)dt = 53 (2z+5)dt+ (x> +52+7)-3— (2 + 5z +7)-

0 = 922 + 20z — 4.

4
ccllx
Exemplo 5: o 5376 (2%t + 5z +7) dt = 53I(2xt+5)dt+ (2?(3z)+52+7)-3 — (22 - 54+ bx + 7)-

0 = 1823 + 5z — 4.

Exemplo 4: f;g cos xdx = cos(t3) - 0 — cos(5) - 0 = 0.

Teorema fundamental do cdlculo integral Sejam f uma funcdo real de varidvel

real definida e continua no intervalo [a,b], a < b, e F(x) uma primitiva de f(x). Temos

b
t/ﬂ@m=F@ﬁ=ﬂ®—ﬂw

frequentemente designada por férmula de Barrow.

Observacgao: FEste teorema é de grande utilidade prdtica no cdlculo de integrais, desde
que seja possivel determinar uma primitiva da funcdo integranda.

As férmulas de primitivacdo por partes e por substituicdo podem ser facilmente esten-
didas para o célculo de integrais de uma func¢ao continua no intervalo limitado e fechado
[a, b].

Exemplo (por partes): Para o cédlculo do integral

1/2
/ T arcsin x
—dx
vV1—22
V3/2

hd que salientar a fun¢ao f(x) = warcsinx/v/1 — 22 ser uma fungio continua no intervalo

limitado e fechado [1 /2, \/§/ 2] e, por isso, o integral estar bem definido. Podemos, entao,
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considerar o integral e efectuar primitivagdo por partes com

X

r_
g v1—22

f =arcsinz e

1
Para primitiva de ¢’ podemos considerar g = —1/2- (1 —22)2 /(1/2) = =1 — 22 ¢, para

1
derivada de f, temos [’ = Vi Aplicando a férmula referida acima, obtemos

1/2 12

—
V1= 2 arcsing — / L (-vi—2) dx)

)
/:rr:urcsin:cdsC B <
\/1*%‘2 \/1*1‘2 \/3/2
V3/2
1/2 1 1/2
— (/1 _ .2 : _ A2
— ( 1 xarcsmm) Vi </m( 1 x)dw) ije
1/2 1/2
- (—\/1—x2arcsinsc) Vi </1dsc>
V3/2
1/2
= (—\/ 1—a? arcsinx) \//5/2 — (—x) i//g/Z
V3r 1nm 1 3 V3\ V3 1-3
= ottt

Exemplo (substituigao): Para o cédlculo do integral

3 1
/ 1 &
2 x2vx? -1
ha que salientar a funcdo f(x) ser uma func¢do continua no intervalo limitado e fechado
[2, 3] e, por isso, o integral estar bem definido. Podemos considerar a mudanga de varidvel

x =sect = g(t) onde ¢'(t) = secttant. Temos ainda to = /3 para x = 2 e t; = arccos 1/3

para x = 3.
arccos 1/3 arccos 1/3
/ L / L ttan tdt / St gy
Y ——ar = sect tan = —]
2Vx? -1 2 2 2
2 ITTVE os (sect)”y/(sect)” —1 73 (tant)
arccos 1/3 arccos 1/3

int
- / ts;r:ltdt - / costdt = (sin t)|?rr/§os 3 = sin <arccos 3
w/3 /3

VB _ VB _4/2-3/3

3 2 6

1)@
2
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Atendamos que, na parte final dos cdlculos,designamos arccos 1/3 por O, ou seja, cos © =

1/3, o que permite considerar num tridngulo rectangulo de hipotenusa 3 e um &ngulo ©

cujo cateto adjacente mede 1. Aplicando o teorema de Pitdgoras, obtemos sin ©

2.2.1 Exercicios Propostos

e Calcule o valor dos seguintes integrais definidos

1). /j 2242 +1)de 2). /eidﬁ 3). /i(\/ﬁ+%)dx

1

3 /2 € o
4). / x+1dx 5)/ sin®xdr  6). / Mdm

%x—l 0 1 x

1 1 4
7). ) d 8). —d 9). —d
) /0($+€> . ) /0$2+4$+5$ ) /11+\/S_Ux
9 w/2 e
10). / eVeidy 11). / z cos xdx 12). / In zdzx

4
L
134/(3— m)3
/2

0 1
s 1 2
13). / e’sinzdr  14). / V14+zdr  15). /
0 _
1 T 2 1 T
16). / ————dx  17). / zdr  18). / x cos zdx
0 (z2+1) 1T+ 0

0

—1 N 8 4
19). In(x+1)dx 2()./ dz 21./ dz
-/ , e v A e
- 1
22). / 1—22)°%dz  23). V3 +2zdr  24). / ——dx
) . ( ) ) . ) AT
9 r—1 1 e
25). ———dx  26). / xe Tdx  27). / In? zdx
4 VT +1 0 1
T 2V/2 Inb xz /o
28). / sin® zdx 29)./ ;dm‘ 30). le
0

8/31. /(.’1,'2—2)5 0 et +3

31). /1 T g 39) /_Sidx 33). /jln(str\/s_c)dsc

1,2 4 1 1 "
34). dx 35). ——dx 36). dx
) /0 5 14 ) /3m23$+2 ) /1/2\/1—564

4/3 4 2 /3
37). / L 39 / L g 39). / LAl
3/4 VaZz+1 0ovVzT+1 1T

e Calcule as derivadas dos seguintes integrais indefinidos:

d [* d [>+1 d [
1). — 2 2). — . — 2
)dm/4tdt )dx/I 7 dt  3) dx/5 (t* 45t +7) dt

= V8/3.

XL
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1 z3 42 5z
d/ L g 5) d Pl 6).1/ e’ dt

4). —
)dsc

22+t T “dw ) 5, t dz |
d 3 d 4x—1 t3 4 1 d 72
. — tdt . — ——dt . — t3dt
") dm/5 o8 2 dm/S 27 % dm/o
d 213 d 2 d z2
10). —/ tdt  11). —/ sint?dt  12). —/ t3dt
dx 5—x dx 4z dx 2x

2.3 Integrais improéprios e de limite infinito

2.3.1 Tépicos de Teoria

45

Extensao dos integrais definidos para un interval infinito ou para un interval finito com

discontinuidades.

A 1 fla)= oo
y

a b X

b b
/ f(x)dr = lim,_, .+ / f(x)dz, com f(a) = oco. O integral impréprio diz-se con-
a 3

vergente se o limite existe, caso contrdrio diz-se divergente.
1
A f(b)=o0 1

a

/b f(x)dx =lim,_, .- /6 f(z)dx + lim,_, .+ /b f(z)dx com f(c) =00
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>
>

P -

[ rwds =t [ @

y

3
X
- oo b

/b_oo f(z)de =lim.,_ /z f(z)dx

YA

777@_>x
- IT + 1T

—+00

f(z)de =lim.,_ /O f(z)de +lim. 4 /E f(x)dz
oo € 0

2.3.2 Exercicios propostos

e Calcule os seguintes integrais impréprios de 1% espécie ou de limite infinito e classifique-

0s quanto a convergéncia.
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2.4 Integrais a uma varidvel: aplicagoes

2.4.1 Calculo de areas planas

A:/Zf(:r)dx

b

-

vy A:/af(:r)d:r

/

2.4.2 Comprimentos de Linhas

e O cumprimento L do arco de uma curva regular de equagao y = f () compreendido

entre os pontos de abscisas x = a e x = b é dado por:
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a: l:7 x b
L:/ \/1+(y/)2d:c

e Se a curva for dada por coordenadas polares p e 6 pela equagao p = f(6), o com-

primento L do arco seré:

p=£(®)

> 02
b= [ Crer et

1
onde 67 e 65 sao os valores do angulo polar nos pontos extremos do arco.

e Se a curva for definida através de um parametro ¢ por z = ¢ (t) ey = ¢ (t) ,t € I,

I intervalo real, o comprimento de arco seré:

L= [V @+ o)’

onde 1 e t3 sdo os valores do pardmetro nos pontos extremos do arco.
2.4.3 Exercicios Propostos
e Calcule as dreas definidas por

1. 0<y<2z,2<4

2.0<y<Vr—1,2<5



24.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

INTEGRAIS A UMA VARIAVEL: APLICACOES

. 0<y<Inz,z<e

o
IA
<

<e0<zr<l1

IN

1
y< —,0<y<z,x <4
T

.cosr<y<sinzr,0<{z<mw

y=23y=82=0

y=a2—4,y=4—2°

y? =4z, y?> =bxr — 4
y2:4x,x§2

y=e* or=0z=1,y=0

y=hhzr,y=h(z+2),y=h(4d—-2),y=0

2 <y<

SRR

, x>0,y <2
y<4—2a%y>3z3y> -3z
1
0<y<—,2>1
T

0<y<e®z>0

n<y< ——,z>
_y_1+x27:r_

Determine o comprimento do curva de equacio z%/3 + y2/3 = o2/3,

Determine o comprimento total da curva p = asin® (§/3) onde 6 varia de 0 a 3.

Determine o comprimento total do arco de cicloide

x =a(t—sint)
0<t<2m.
y=>b(1—cost)

49
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23. Mostre, por aplicagdo do cdlculo integral, que o comprimento de 1/4 do arco da

circunferéncia 2% + y* = 12 é 7r/2.

24. Encontra o comprimentos das seguintes curvas:

2?2 Inz
(a) y 5 4,2_x_4
(b) y=1In(sinz), /6 <z <m/3
(c) y? =4z, 0<y <2
(d)y=e*, 0<zx<1

a3 1

=—+—,1/2<z<1

2.5 Solugoes dos exercicios propostos

2.5.1 Integral definido
1). 19/3

4). 1+2In2

7). (3+¢€*) /2

. ded — 2¢2

34). —In

37). n(3/2)
40). 1/2 + In (3/4)

2

Ut

).
).
8).
11

14). 2/3 (2v2 - 1)

).
).
17).
20).
).
).
)-

[\]

3
6

\)

29
32).

35).

38).
41).

[\

[y

/3
arctan 3

/2 -1

1/21n (8/5)
74+2In2
98/3
1-2/e

2 T
_+—
96 = 24V/2
In (2/3)"/?

In (4/3)

2(2—1n3)

8
33). Ih———++v2-1
) 442 V2

36). 1/2 - (7/2 — arcsin(1/4))
39). V3 —7/3



2.5. SOLUCOES DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

2.5.2 Integral Indefinido

1). 22 2).0
4. — 22 +1 5) 328 — 422+ 2
ot 4247 v ' x
13
7). 0 8)4(436—1)24_1
(4 —1)" =7

10). 122° —2 45 11). 2z sinz* — 4sin (162?)

2.5.3 Integral impréprio de 1° e 2 espécie

1. | =2, convergente

2. I = o0, divergente

3. l =m/2, convergente

4. | = —6, convergente

5. [ =00, divergente

6. | =m/2, convergente

7. Nao existe limite, divergente
8. 1 =1/3, convergente

9. [ =2, convergente

10. [=1n (a2/ (\/m — 1)), convergente
11. | = o0, divergente

12. I =7, convergente

13. [ =8/3, convergente

14. | = oo, divergente

51

3). 2722 + 45z + 21
6). 525
9). 227

12). 0



52 Integrais

15. [ = oo, divergente

16. [ =1/2, convergente

17. O limite ndo existe, divergente
18. [ =m/4, convergente

2.5.4 Aplicagoes dos Integrais

1). A=16 2). A==

y=log x

A




2.5. SOLUCOES DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

7).A:%+log4 8). A=1

Yy oA

cosx
b
0

_
«

<

B

!
X
K

n/21t !

53
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)

6log (3/2

14)‘ .

X
log(4-x)

Flog(x+2)
y=logx

2 ; :
y=]

29/6
y=3)€3

16). A
y

i Iy

1/x

[N}
]
>

1
I

1/2)

(

1
2/3 — log

y

54

15). A
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2.5. SOLUCOES DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

&l

= 37 /a.

21). L

22). L = 8a.



