1 Resolugoes dos exercicios de SERIES propostos
no Caderno 1

1. Dado que /n = nl/2 a série numérica
1 1 1 1 1 1
—=1l+—+—+-+t—=+-= —
é uma série de Dirichlet com o = 1/2 < 1, logo é divergente.

2. A série numérica

A S P S AP A
n>12n_2 4 8 16 1024

¢ uma série geométrica de razao r = 1/2. Como r = 1/2 € |—1,1]
entao a série numérica é convergente. Dado que o primeiro termo da
série & 3/2, o valor da soma da série é

3

_ 1%termo 9 2_3
1
2

S = = =£=2.2=3
1 — razdo 171 2
2
3. Temos
ZS_n: i:1+l+i+i+...
= n213” 3 9 27 81

Portanto, > 37" é uma série geométrica de razao r = 1/3. Dado que
n>1
r =1/3 € ]-1,1] entao a série numérica é convergente. Atendendo a

que o primeiro termo da série é 1/3, o valor da soma da série é

_ 1° termo _ 3

S

1
_1—1razz?mo_1 1 3

4. A série numérica



é convergente, pois é uma série geométrica de razao r = —1/3 com
r = —1/3 € |-1,1]. Dado que o primeiro termo da série numérica é
5/3, o valor da soma da série ¢

A série numérica

> B(-1)"=-3+3-3+3-3+--

n>1

é uma série geométrica de razdo r = —1. Dado que r = —1 ¢ |—1,1]
entdo a série é divergente. Também o Critério do Termo Geral (ou
Critério Geral de Convergéncia) permite concluir que a série é di-
vergente. De facto, o termo geral u,, = 3(—1)" ndo tem limite (a
subsucessao 3, 3, 3,...,3(—1)%,... dos termos pares tende para 3
enquanto a subsucessdao —3, —3, —3,...,3(—1)%71,... dos termos
fmpares tende para —3;hd portanto dois sublimites diferentes) logo
up = 3(—1)" - 0 (ndo tende para 0).

A série numérica
> 3=3+3+3+3+-

n>1

¢ uma série geométrica de razao r = 1. Como r = 1 ¢ ]—1,1[ entdo
a série numérica é divergente. Também o Critério do Termo Geral
(ou Critério Geral de Convergéncia) permite concluir que a série ¢
divergente. De facto, o termo geral u,, = 3 tem por limite 3 # 0.

5. As séries numeéricas

Zz” = 2444+84+16+32+64+128+---

n>1
(2" = -2+4-8+16-32+64— 128+ ---
n>1
Z(J) I S N S
=\ 3 3 3 3 3



sao séries geométricas de razao r = 2, r = —2 e r = 1, respectivamente.
Dado que em todas elas a razao r ¢ ]—1, 1], todas estas séries sao
divergentes.

Podemos mostrar pelo Critério do Termo Geral (ou Critério Geral de
Convergeéncia) que todas as séries numeéricas

Yoo Y. () e

n>1 n>1 n>1 n>1
>(aE)" e xrH
= n+5 = n

do exercicio sao divergentes. De facto, nao existem (logo nao sao nulos)
os limites
lim(—-2)" e lim(-1)",

n n
(o termo geral u, = (—2)" nao tem limite pois a subsucessio 4,
16,64, ..., (—2)% ,... dos termos pares tende para +oo enquanto a
subsucessdo —2, —8, —32,..., (—2)%_1 ,... dos termos impares tende
para —o0) (o termo geral u, = (—1)" nao tem limite pois a subsucessao
1,1,1,..., (—1)2 ,... dos termos pares tende para 1 enquanto a sub-
sucessao —1, —1, —1,..., (—1)%71 ,... dos termos impares tende para

—1). Para as restantes séries numeéricas, temos os seguintes limites
nao-nulos
lim 2" = 27°° = 400 #£ 0,
n

1 1
lim(—=)=—-2#0
lgln< 3> 370,

2n 2n
Jim (22 ~ Jim(1--2
n \n+5 n n+5

2n
. —3 \""|n+5 _a3v2 1
2 2
(note que limn—f5 zlimzn =lim2=2)e
1 1
lim zlim<1+—>:1+():17§().
n n n n



1
6. Sabendo que as séries ngl on (geométrica de razdo r = § € |-1,1[) e

Y. — (de Dirichlet com a = 2 > 1) sdo convergentes podemos con-
n>1"

cluir, pela Proposicao 8 (do Caderno 1), que também sao convergentes

3 1 1 1 1
as séries — = 3-— | e — = —-—|. Final-
nzz:l " nzzjl < 2n> nzzjl 4n2 nzzjl <4 n2>

mente, pela Proposi¢ao 7 (do Caderno 1), a série numérica

> (3 + 1)

n>1

¢é convergente.

7. Podemos determinar a natureza (convergéncia ou divergéncia) de todas
as séries numeéricas deste exercicio aplicando o Critério da Comparacao
- formulacao 1 (ou Critério Geral da Comparagao). As séries numéricas
> vy, de termo geral
n>1

_on B 1 _3n-—1 1

Cn34 1’ Un_n(nJrl)’ Un = ¢ T oy

Un
n3

sao convergentes por serem validas, para todo o n, as desigualdades

0 < n <n_1
nd+n nd3  n?’

0c—t oL _ 1L
nin+1) " n-n n?
3n—1 3n 3

0< < — =—
n3 nd  n?’

. 1 . ..
e ser convergente a série de termo geral u,, = — (é a série de Dirichlet
n

com o = 2 > 1). Também ¢ vélida para todo o n a desigualdade

1 1
< — Y N
0_2n+n<2n, n €

e é convergente a série de termo geral u, = 1/2" (& uma série ge-
omeétrica de razao r = 1/2, um valor entre —1 e 1).

As séries numeéricas

1 1
POLTED Dhreas SEND BLUED Bhy e

n>2 n>2 n>1 n>1




sao divergentes atendendo & desigualdade

1 1
0< =<
n n—1

valida a partir da ordem n = 2 (inclusive), e a desigualdade

1 1 1
N —< = Vn e N

- \/ﬁ - n(cosn)2 \/HCOSQ’I?,’

(vélida para todo o n), visto que —1 < cosn < 1 implica

0 < (cosn)® <1

(temos n # kw/2). Note que ambas séries usadas na comparacao,

1
Uy, = — (a série harmoénica) e vy = —_— = —_
ngl " %1 n ( ) gl " ngl Voo s nt/?
(série de Dirichlet com o = 1/2 < 1), sdo divergentes.

. Pelo Critério da Comparacéao - formulacéo 2, as séries numeéricas

2 -3 1
PRUIED DL M) PUELIED ) pRt

n>1 n>1 n>3 n>3 n>1 n>1

sao divergentes. Para qualquer uma destas séries, usamos a série de

comparacao ». v, com termo geral v, = 1/n que é divergente (¢é
n>1

a série harménica), pois permite obter os seguintes limites finitos e
nao-nulos:

2
L:hm@:hm%:hmz—”:hmzzz;éo,
n Up n 1 n n n
n
n—3
L o= lm™ — im0 gy =30 3
n o Uy n l n n2 n n
n
- lim<1§>:1i:10:1;&0
n n -+



(usamos a série de Dirichlet com av = 1 porque grau (n2) —grau(n —3) =
2-1=1)e

1
sen —

. Un . limite de referéncia
L = lim — = lim —2 = 1#0.
n Up n
n
Pelo mesmo critério se conclui que sao convergentes as séries numéricas

> uy de termo geral
n>1

n i 1 n n+ 2
Up = M Sin U
m2+1)(n+5)" " "

P — — e =——1In .
" n3 + 1 n2+1 n+5
O estudo da natureza de todas estas séries exige a comparagao (di-

recta ou indirecta) com a série de Dirichlet > v, = > 1/n? que ¢
n>1 n>1

convergente (o = 2 > 1). De facto, sdo finitos e nao-nulos os limites

n
2 3
L o= hm" g D@48 n
2
n3 3

— 1 lim = = lim1 =140,

im =
n nd+5mn24+n+5 n on

(usamos a série de Dirichlet com av = 2 porque grau [(n2 + 1) (n+ 5)] -
grau(n) =3 —1=2)

n sin n sin
L = lm™™ —lim— @+l n4l
n. Up n 0. 1 n . 1
nd +1 n3 + 1
. 1
S 1 limite de referéncia
= lm S SRS 40
n3 +1

sendo convergente a série

S (vir1) = St

n>1 n>1



Na verdade, aplicando o Critério da Comparagao - formulacao 2 a esta
série, concluimos que é convergente por ser finito e nao-nulo o limite

Bl 3 3
L=lim " = lim 2t — lim " = Jim 2 =
no Wy n n no4+1 n n3

n2

liml=1#0

(usamos a série de Dirichlet com o = 2 porque grau (n® 4+ 1) —grau (n) =
3 —1=2). Temos ainda o limite finito ¢ nao-nulo

n n-+ 2 n 3
o LA (1 )
2 2
L = lm™ — 2l n+b5 o F1 nt5
n Up n n 1 n n 1
n?+1 n+5 n2+1 n+b
In{1-— 3 —3In(1- 3
_ n+5 _ n+5
- 1 -t —3
n+5 n+5
In <1 i5> o o
—  _3lim 7? limite de:referenma 3.1=_3
n+5

sabendo, pelo visto acima, que série

§:<ﬁ21'ni5>:§:ﬁﬂ+lin+@

n>1 n>1

¢é convergente.

(a) Na série de poténcias

Y un(@) =Y (vn-a") =) 2" = 1qata+apat e

n>1 n>1 n>1
temos v, = 1. Do limite

Un+1
Un

=liml =1

n

= lim

n

L =1lim

n

a

obtemos o raio de convergéncia R = 1/L = 1/1 = 1. A série de
poténcias é convergente sempre que x toma valores no intervalo



aberto |—1, 1] e é divergente sempre que z € |]—o0, —1[U]1, +00].
Para z = 1 temos a série numérica

SUNTED SIS o

n>1 n>1 n>1

que ¢é divergente pelo Critério do Termo Geral (o seu termo geral

tende para 1 # 0). Para © = —1 temos a série numérica
2 un(=1) = (="
n>1 n>1

que também é divergente pelo Critério do Termo Geral (o seu
termo geral (—1)" ! néo tem limite (logo niio tende para 0) pois a
subsucessao (—1)(2k )=1 — _1 dos termos de ordem par tende para
—1 e a subsucessio (—1)ZF V=1 = ()22 = (L) (—1)2 =
1 dos termos de ordem impar tende para 1). Assim, o dominio
de convergéncia da série de poténcias é D =]—1,1].
A série de poténcias

Zx”fl =1+a+a?4+2>+at4--

n>1
tem x como razao e 1 como primeiro termo. Como tal, para cada

x € |—1,1], é entao possivel obter a fun¢ao soma pontual da série
de poténcias como sendo

1° termo 1
flz)= 1— razdo 1—2za’
e escrever
1
Yool =1ttt +at a2t = —
—x

n>1

10. Na série de poténcias de x

S i) = ) = X | o7

n>1 n>1 n>1

em que v, = 1/ [3 4 (=1)")*", temos L dado por

L

— Tm /o] :ﬂr\z/

SRS S N ey N S
B+ (=1 3+ (1))

- Q/I - 1

= lim = lim !

B G [ R e O R [3+ (=1




A sucessao 1/ [3 + (—1)"]* tem por limite inferior

1 11
lim = == ==

B (-D? B 42016

correspondente aos termos de ordem par em que (—1)2* = 1, e por
limite superior

— 1 1

1
ST COT B 27

correspondente aos termos de ordem fmpar em que (—1)2*71 = —1.

Conforme a Proposi¢ao 17 (do Caderno 1), hd que escolher o limite
superior. Assim, temos

— S 1 1 1 1
L =lim {/|v,| = lim = =5 =7
A Ay
donde R = 1/L =1/(1/4) = 4. A série de poténcias é convergente
se x € |—4,4[. Para z € |—o0, —4[ U |4, 400[ a série de poténcias é
divergente. Para x = 4 temos a série numérica

4n

n>1 n>1

que ¢é divergente atendendo a que o seu termo geral nao tem limite.
Na verdade, a subsucessao dos termos de ordem par

42l<: 42k: 42k 42k 1

B+ (0t Bt gt At
tende para 0 mas a subsucessao dos termos de ordem fmpar

42k—1 (22)21671

42k71 42k71 42k71
[3 4 (—1)2k—1]*2 - 3 1)%2 T oMk—2 T 92(2k-1)  92(2k—1)

=1

tende para 1. Para x = —4 temos a série numérica
(74)71 n 4"
un(~4) =) e = ) () o
2= e - A e

que ¢é divergente porque o seu termo geral nao tem limite. Na verdade,
a subsucessao dos termos de ordem par
ok 42k 42k 42k 42k 1
_1 == = —_ e = —

9



tende para 0 mas a subsucessao dos termos de ordem fmpar

(_1)2k—1 42k71 o 42k;;_2 _ _42k:1
3+ (—1)%1] [3—1] 24k-2
42k—1 (22)2k—1 ,
- 22(2k—1) — 92(2k—1)

tende para —1. Finalmente, concluimos que o dominio de convergéncia
da série de poténcias ¢ D = |—4,4].

Note que para esta série de poténcias nao é possivel obter L pelo

cédlculo de lim,, Intl| P facto,
Un
1
_ 1\n+112(n+1) _1\n12n
lim Untl] _ lim [3+( 1) ] = lim 3+ (1)
n Un, n 1 n [3 + (_1>n+1]2(n+1)

[3+ (—1)m)™

nao existe, pois os termos de ordem par tendem para +oo, sao dados
por

[3+ (—=1)%] o B+ | | 4t | g
3+ (_1>2k+1]2(2k+1) (3 1)2(2k+1) T 922(2k+1) | T (22)2k+1
— 4t = qAh—2k—1 _ g2k—1 o
T g2k+1 T - )

mas os termos de ordem mpar tendem para 0, sao dados por

[3 + (_1>2k71]4k*2 94k—2

3+ (—1)2*

(3 o 1>4k—2

2\ 2k—1 _
(2 ) _ 42k ! _ 42k7174k _ 1 =0
44k T4k T T 42k+1

92(2k—1)

44k 44k

(a) A série de poténcias de x

Z“n(x> = Z(vn-x”) = Z (%ﬂ) 7

n>1 n>1 n>1

10



em que v, = 1/ (n!), é convergente para todo o x € R porque

1
|
L o= Tim| | gy | DY |
G o R T B [
n!
! 1 1
= lim " =0t

™y -

n (n+1)-n! "ntl too
donde R =1/L =1/0" = +oco. Assim, o domfnio de convergén-
cia da série de poténcias é D = R.

(b) Na série de poténcias de z

Zun(m) = Z('Un ) = Z(n' "),

n>1 n>1 n>1
temos v, = n!. Dado que

(n+1)!

L =lim
n!

n

1n!
‘zlim—(nJr )n

' =lim(n+1) = +o0
n n! n

concluimos que R = 1/L = 1/ + oo = 0. Da condicao |z| > R,
que neste caso é |x| > 0 (equivalente a 2 # 0), concluimos que
a série de poténcias ¢ divergente sempre que x € R\ {0}. Para
x = 0 temos a série numérica nula

> w0 =3 =0
n>1 n>1 n>1

que é convergente. Assim, o dominio de convergéncia da série de
poténcias ¢ D = {0}.

12. (a) A série de poténcias de x — 2

Zu”(l‘ —2) = Z [Un (z— 2)n71] _ Z [n (z— 2)n71]

n>1 n>1 n>1

em que v, = n, é convergente sempre que x — 2 toma valores no
intervalo aberto |—1, 1] porque

Un+1
Un

L =1lim

n

= lim

n

=lim— =liml =1,

n n n n

n+1' .n

11



donde R = 1/L = 1/1 = 1. Portanto, a série é convergente se
x € ]1, 3[, correspondente a

d<r-2<lel<z<s,

e é divergente para z € |—o00, 1[U]3,4+o00[. Para x = 1 temos a
série numérica

Sunt-2) =3 [n- (-2 =3 [ (1]

que ¢é divergente (o termo geral ndo tem limite, logo nao tende
para 0). Para x = 3 temos a série numérica

Y u(3-2)=3" [n (3 2)”*1} =Y (-1 =Y"n
n>1 n>1 n>1 n>1

que é divergente (o termo geral tende para +oo # 0). Assim, o
dominio de convergéncia da série de poténcias ¢ D = |1, 3.

A série de poténcias de x — 2

n— (_1>n n
S unla-2) = o (a =2 = X [ oo
n>1 n>1 n>1 ’

em que v, = (—1)"/[(2n + 1)!], & convergente para todo o € R
porque

(- ("

T e Y BT 2(n+1)+1)! ~ im (2n + 3)!

L = li o lir o lir o
(2n +1)! (2n+1)!

— (-1 (2n +1)!
- W T en ) ()"

B G VY R T
| 2n+3)-(2n+2)- 2n+ 1) (1)

: -1 . |1
=1 —1
n (2n+3)-(2n+2)‘ W lEn+3) (2n+2)|
1 1 1

n (2n+3)-(2n+2) (+00) - (+00) +oo
donde R=1/L=1/0" = 4cc.

12



13. (a) Sabendo que

vs- ()

n>1

para todo o = € R, concluimos (substituindo x por z?) que

v = Elit ] B )

n>1 n>1

1 1 1
= 1+$2+§m4+6$6+---+(nil)lch("_l)Jr---

sempre que 22 € R, ou seja, para todo o z € R.

Em alternativa, podemos obter o desenvolvimento de MacLaurin
da funcdo f(x) = exp (2?). Atendendo a que

fl(z) = 2zexp(2z*?) logo [f'(0)=0
() (2+42%) exp (2°) logo f"(0) =2
(@) = (122 + 8x3) exp (m2) logo  f"(0)=0
@) = (12 + 482% + 162*) exp (2%)  logo f0) =12
temos
2 12, 120
exp(xQ) = 1+§'$2+Z'IE +F' 6+ """

1 1
= 1+1-22+- -2t +- 20+

2 6
I o, 1 4,1 5
1 2(n—1)
+(n—1)!$ + .

H& que mostrar que o dominio de convergéncia da série de potén-

cias
1 wl) 1 .
2ot 1)‘Z<<nl>!mz )

n>1 n>1

13



¢ D = R. De facto, temos

1 1
' 1
I = lim|Ynt :hmm — lim |—n!
n Un, n 1 n 1
(n—1)! (n—1)!
— 1! — 1) 1 1
= g [P D g [ D i L = o
n n! n n(n—l)' n |n n n

donde R=1/L =1/0" = 4cc.

(b) Ha que obter o desenvolvimento de Taylor da fungao f(z) =1/x
em torno de x = 2. Atendendo a que

Flo) = (-Da?=—=; lwo f()=—y

f(z) = —(—2)&073:% logo f”(2):%:i

fm(l') — 2(_3)x—4:_% 1Og0 f///(Q)Z_%:_g
temos

1 3

1 _ 1 1 4 9 *g 5
E = §+<Z> (SL‘*Q)‘FE (LE‘*Q) + 3l (;[;—2) +

= 1_1 _ 1 . 2_i_ _o\3

=9 4($ 2)+8($ 2) T (x —2)° +

= lfl _ 1 o 27i‘ _9\3

= 53 @245 @-2" - (-2

P ) (z—2)"" +
271

H& que mostrar que o dominio de convergéncia da série de potén-
cias de x — 2

T — n—1 _1\n—1 L
Z[<—1>"1—< M ]:Z[—( U e

n>1

14



em que v, = (—1)""1/2". Temos

(71)71-1—1—1 (71)71
B . Un+1 T on+1 T on+1
L = llTl;n on = llTl;n W = hgn W
2n 2n
N Gl O L Gt O R0 I £ G O R
= llyrln o2 (D | hyrln = hyrln 5 =

donde R = 1/L = 1/(1/2) = 2. Portanto, a série é convergente
se z € |0, 4] correspondente a

2<r-2<20< <4

(é convergente sempre que x — 2 toma valores no intervalo aberto
|—2,2[) e é divergente para z € |—o00,0[ U4, +oo[. Para z =0
temos a série numérica

D
= n>1 L
_ ; :<—1>n1 (72)1 %]
-3 :[(—1)"1}2%} :;%

que é divergente (o termo geral tende para 1/2 # 0). Para x =4
temos a série numérica

_ n— (472}”71
Yun(d-2) = Z[(l) Y ]

n>1 n>1
- glor gl

que é divergente (o termo geral nao tem limite, logo ndo tende
para 0). Assim, o dominio de convergéncia da série de poténcias
é D =1]0,4].
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