1 Calculo Diferencial em R

1.1 Limites e continuidade

Sejam f : Dy € R — R uma fungao real (escalar) de varidvel real e
a € R um ponto de acumulagao® de Dy.

Definicao 1 O numero real L é o limite de f mo ponto a, e escreve-se
f(x) — L quando x — a ou L =lim,_,, f (), se

V6 >0 de=¢(0) >0 | VeeDy ANO<|z—a|<e = |f(x)—L| <o

(para todo o & > 0 existe € > 0, dependente do § tomado, tal que a distdincia
de f(x) a L é inferior a § sempre que a distdncia de x a a é inferior a e,

para x € D\ {a}).

A condigdo 0 < |z —a| < ¢ significa que © € Ja—¢,a+e[ex #a. A
existéncia de limite traduz-se intuitivamente por "os valores f (z) e L serao
arbitrariamente préximos (ou seja, a distancia | f(z) — L| serd tao pequena
quanto se queira) sempre que nos limitemos a considerar valores de x su-
ficientemente préximos de a (isto é, desde que |z — a| seja suficientemente
pequeno)". Contudo, a existéncia do limite de f no ponto a nada informa?
acerca do valor da funcao f no ponto a. O limite de f no ponto a, quando
existe, é tnico.

A definicdo de limite exige que existam e tenham o mesmo valor os
limites da funcao f restringida a qualquer subconjunto do seu dominio, ou

! Considerando definida em R a distancia euclidiana, um ponto a € R é um ponto de
acumulagao de D C R se a todo o intervalo aberto centrado em a pertence pelo menos
um ponto de D distinto de a, ou seja,

Ve>03dx e D\{a} |z €la—¢c,a+¢].

Na verdade, tal implica que em qualquer vizinhanga de a existem infinitos pontos de D,
ou seja,

Ve >0, Ja—¢e,a+ €[N D éum conjunto infinito.
O intervalo Ja — €,a + ¢[ pode designar-se por bola aberta de centro em a e raio e. Um
ponto que nao é de acumulagao de D diz-se um ponto isolado. O conjunto de todos os

pontos de acumulacdo do conjunto D designa-se por derivado de D e denota-se por D’.
2Tal valor f(a) pode nem existir e, mesmo no caso em que a € D, podemos ter

lim () = L # f(a).



seja, que sejam iguais todos os limites relativos da funcao f. Na recta real, a
aproximacgao a um ponto a faz-se através de uma tuinica direcgdo. No entanto,
podemos considerar nessa direccao a aproximagao pela esquerda, x — a~,
ou pela direita, x — a', sempre que tal faca sentido face ao dominio da
fungao f. Trata-se de considerar os limites relativos

lim f(z)= lim f(z) e lim+ fx)= lim f(x),

T—a— r—a N\ z<a r—a r—a N x>a

que se designam por limites laterais de f no ponto a. Sendo estes os
Unicos limites relativos possiveis, é condicao necessdria para que exista o
limite de f no ponto a que eles existam e tenham o mesmo valor,

lim f(z)= lim+ f(x):L:ilirif(x)

Tr—a~

Como tal, a nao-existéncia de limite no ponto a decorre simplesmente da
detecgao de valores diferentes nos dois limites laterais,

lim f(z)# lm f(x).

T—a~ z—at

Quando, face ao dominio da fungdo f, apenas faz sentido uma das aproxi-
magoes laterais, o valor do limite corresponde a esse limite lateral.

Proposition 2 Sejam f: Dy CR —Reg: Dy CR — R fungoes reais de
varidvel real e a € R um ponto de acumulagao de Dy e de Dy. Se existirem
o0s limites limy_,q f () e limg,_q g (x) entao também existem nesse ponto a
os limites

P1. da soma e da diferenca das funcoes

lim (f ) (v) = lim f () + lim g (z).

Tr—a r—a

P2. do produto das fungoes

lim (f x g) (x) = lim f(x) x lim g (x),

r—a r—a r—a
P3. do produto da fung¢do por uma constante ¢ € R

lim (¢ x f)(x) = ¢ x lim f (),

r—a r—a

P4. e, sempre que limy_,, g (z) # 0, do quociente das fungées

lim <i> (z) = Wa—a [ (@)

oo\ g ) T Tmeag (@)



A funcao f tende para +oo quando x — a (escreve-se limg_,q f (z) =
+00) se?

VK >0 Je=¢e(K)>0 | VeeDsf NO<|z—a|<e = f(z)> K.

A funcdo f tende para —oo quando x — a (escreve-se lim,_,, f (z) =
—00) se a fungdo (—f) tende para +oo quando z — a.

Seja Dy um subconjunto nao majorado de R. O nimero real L é o limite
de f quando x — +o00 (escreve-se L = lim, ;o0 f (2)) se?

V6 >0 Jxg=a0(6) eR | VeeDs N x>z = |f(z)—L| <4.

Se L =lim; 400 f (z) ou L = lim,_,_o f (x) entdo o grafico de f tem
y = L como assimptota horizontal. A funcao f tende para +oo quando
r — +00 (escreve-se lim, oo f (z) = +00) se’

VK >03zg=x9(K)€eR | Ve € Dy ANz > a9 = f(z) > K.

Sao vilidas as seguintes operagoes, no sentido de limite (L € R),

[(+00) + (+00) = +00]  [(+00) + L= +o]
|(—00)+(—00)=—00|, |(—oo)+L:—oo‘
(£00) - (£00) = +o00/, (£00) - (L positivo) = +oo
(£00) - (Foo) = —00|, (£00) - (L negativo) = Foo
(f00) L positivo | (£o00) 0+
—— == ———— =0 = — 0t
L positivo =T (£00) ’ 0+ ool (£o00)
(f00) L negativo (£00) 0F _
= 2R TR oF — —0
L negativo . T | (%o0) | o7 | | Foo)

3para todo K > 0 existe ¢ > 0, dependente do K tomado, tal que as imagens f(x)
superam o valor de K sempre que a distancia de = a a é inferior a ¢, para x € Dy \ {a}.

4para todo § > 0 existe zo, dependente do § tomado, tal que a distancia de f(z) a L
¢ inferior a ¢ sempre que = é maior do que xg, para x € Dy.

?para todo K > 0 existe xo, dependente do K tomado, tal que as imagens f(z) superam
o valor de K sempre que os objectos x superam o valor de zo, para € Dy.



enquanto

(£00) — (£00) =7}, [0 (00) =7, g:? o |E2) _,

sao indeterminacoes.

Consideremos que f(x) > 0 para todo € Dy. Temos

lim [f (m)g(z)} = [lim f(x)

r—a

} limz_q g(x)

sempre que nao ocorra uma das indeterminagoes

[00 —2], [1E) =2 ¢ | (+00)0 =7|.

No entanto, dada a igualdade

f (@) = explg (z) - In f ()],

(exp denota a exponencial de Neper e In o logaritmo respectivo) estas inde-
terminacoes podem ser resolvidas através da indeterminacao 0 - (£00).

Limites de referéncia:

i ¢ 1 1
Jim 222 _q, lim 22 _ i 2@ Dy
z—0 X z—0 T x—0 xT
lim & = 400 (a> 1,p € R) lim %8 _( (4> 1,pec R
Jim — =00 (a>1,pER), Jim == =0 (a>1,p
1 E\*
lim P2~ lim <1+—) = exph
z—0 x T—+00 x

Definicao 3 Seja f : Dy € R — R wma fungdo real de varidvel real e
a € R. A funcao f diz-se continua no ponto a se e sé se sao verificadas
as trés condigoes sequintes: () existe a imagem f (a), ou seja, a € Dy; (i3)
existe o limite lim,_., f (x); (%) sao iguais os elementos garantidos em (i)
e (ii), ou seja’,

lim f (2) = f (a).

A funcao f diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu
dominio.

$Temos entdo

V6>0 Je=¢c(0)>0 | YeeDs ANO<|z—a|]<e = |f(z)— f(a)] <é.



A continuidade de f no ponto a traduz-se intuitivamente por "os valores
f (z) e f (a) serdo arbitrariamente préximos (isto é, a distancia |f(x) — f(a)|
serd tao pequena quanto se queira) sempre que limitemos a considerar valores
de x suficientemente préximos de a (isto ¢, desde que |z — a| seja suficien-
temente pequeno)".

1.2 Funcoes trigonométricas

Sabemos que as fungdes trigonométricas seno, coseno e tangente sao
periédicas, nao sendo portanto injectivas nos dominios Dy = Deos = R
e Dian = R\ {k7/2},c,. No entanto, podemos considerar as restrigoes
principais:

. T
para y = sinxz apenas T € [—5,5}
para y = cosx apenas x € [0, 7]

T
para y = tanx apenasxe}—i,i[

dessas fungoes, as restri¢bes que permitem garantir a injectividade (cada
imagem ser "exclusiva" de um objecto) e manter todos os valores dos res-
pectivos contradominios. Para estes dominios mais restrictos, existem as
fungoes inversas:

= arcsiny (arco-seno de y) com y € [—1,1]
= arccosy (arco-coseno de y) com y € [—1,1]

= arctany (arco-tangente de y) com y € R.

Por exemplo, sabendo que cos (7/3) = 1/2, podemos escrever que
g = arccos (1/2).

Trata-se de inverter os papeis das varidveis = e y, nao os seus valores. Por
outro lado, o valor inverso de cos (7/3), que é 2, é designado por secante de
/3,
1 1
sec(m/3) = ———=—==2
(/3) = s /3 12

Sabendo que sin (7/3) = v/3/2, podemos escrever que /3 = arcsin (v/3/2)
e obter também a cosecante de /3,

1 1 _i
sin(7/3)  V3/2 V3

)

csc (m/3) =



Sabendo que tan (7/3) = v/3, podemos escrever que 7/3 = arctan v/3 e obter
também a cotangente de /3,

1 1
cot (7/3) = —F——= = —.
/3 = a3 = V3
funcgao trigonom. | fungao trigonom. inversa valor inverso
. . 1
y =sinx x = arcsiny W= ——— =CSCT
sin x
1
Y = COSZT T = arccosy w = =secx
coS T
sin x
y=tanx = x = arctany w = =cotx
cosx tanx

Da férmula fundamental da trigonometria (f.f.t),

|sin2:r+coszsc:1‘

obtemos (dividindo por cos? z # 0)

1
tanz + 1 = 3
cos?x
assim como (dividindo por sin?z # 0)
1+cot’z = —5—-
sin®

Da férmula de duplicagao de angulo para o coseno

cos (2z) = cos® x —sin’

2

obtemos (usando cos? z = 1 — sin? )

1-— 2
sin2x:w7

assim como (usando sin?z = 1 — cos? z)

cos? — 1+ C(;S(Zl’) '

A férmula de duplicagao de dngulo para o seno é

sin (2x) = 2sin (x) cos (z) |.




1.3 Derivacao e Férmula de Taylor

Derivada de uma funcao f num ponto ¢ do seu dominio:

Fla) — i L@ Tt ()

T—a T —a h—0 h

O ndmero real f’(a) é o declive da recta tangente ao grafico de f no ponto
(a, f(a)), cuja equagao é

y—fla)=f'(a)(z—a).

1
A recta normal ao grafico de f no ponto (a, f(a)) tem por declive @ e
a
a sua equagcao é
1
y— fla)=———(r—a
(@) =~ @)

Uma funcéo é crescente nos pontos em que a derivada é positiva e de-
crescente nos pontos em que a derivada é negativa. Os valores de x nos
quais a derivada é nula, designados por pontos criticos, sdo os "candidatos"
a extremos (maximos ou minimos) relativos da fungao.

Se a funcao f define a trajectéria de uma particula em movimento no
decurso do tempo, a derivada f’(a) é a velocidade instantanea da particula
no instante de tempo t = a.

Regra de derivagao da fungao composta:

(fouw) (z) = f (u(z)) - u'(x). (1)
Regra de derivacao da funcao inversa:
-1’ = L em que y = f(x
(f7) (= 7o) que y = f(z). (2)

Consideremos u = u(x) e v = v(z). Em consequéncia de (1), sao vélidas
as regras operacionais de derivagao

(utv) =u'£'|| e |(k-u) =k | (parakcR)

/ / / u\'’
(u-v) =v-v+u-v e (;):

v v—u-v

v2

(uP) = p-uP~! -4/ | (para p € Q),




a regra de derivagao da exponencial (para a > 0, a # 1)

(@) =u'-a*-Ina| (em particular | (expu) = -expul),

e as regras de derivacao das fungdes trigonométricas

(sinu) = - cosu e (cosu) = —u' - sinwu
(tanu) = w =u'-sec’u| e (cotu) = — w = —u' - csc?u|.
cos? u sin® u

Usando (1) e (2), obtemos as regras de derivacao para as fungdes inversas
(para a >0, a # 1)

/ !/
r U . r_ U

(log, u) = g (em particular, | (Inu)" = ” )
u u

(arctanu)’ = T e (arccot u)’ = — T
u u

. !/ !/
arcsmu) = —F—— e arccosu) = —————|.
( V= ( ) —

Por exemplo, de y = arcsin z obtem-se x = siny e, por (2),

L
(siny)  cosy’
Como cosy = /1 —sin’y = V1 — 22, temos

1
V1—12

(arcsinz)’ =

(arcsinz) =

Por (1) concluimos que
1 , u

. /
arcs = — = .
( : IHU) \/1— *UQ “ \/1— *’(,62

Analogamente, de y = arctan x obtem-se x = tany e, por (2),

, 1 1
(arctanx) = ;= —7
(tany) Py



Como = 1+ tan?y = 1 + 22, temos
Y
1
tanz) = :
(arctan x) T2
Por (1) concluimos que
1 /
(arctanu)’ = ! 4

1+ U T 1

Definicao 4 Sejam f : Dy C R — R uma fungao real de varidvel real e
a € Dy um ponto interior a Dy. Se existem com valor real as derivadas de
todas as ordens da func¢ao f no ponto a define-se o desenvolvimento (ou
série) de Taylor de f no ponto x = a como sendo

f@) = f@)+ @) w—a)+ T om0 L@ gy
_ f(nil)(a> n—1
= 7;7(71—1)! (z—a)" .
Quando a = 0, o desenvolvimento
" (3) (n—1)
£a) = FO)+ £0) -2+ LD g2 T oy g = 1( -1

diz-se o desenvolvimento (ou série) de MacLaurin de f.

Assume-se que f(0)(a) = f(a). O factorial de n > 1, que & denotado por
n!, € dado por
nl=n-(n—1)-n—-2)----- 3-2-1

e, por convencao, o factorial de 0 é 1, 0! = 1.

O desenvolvimento de Taylor (e de MacLaurin) é vélido no dominio de
convergéncias da série de Taylor (e de MacLaurin) que lhe corresponde. A
determinagao do dominio de convergéncia é tratado no &mbito das séries de
poténcias.

1.4 Exercicios propostos

1. Represente graficamente as fungoes:

(2) fx)=—a® g(z)=2>—3 e h(z)=(z—3)".



(b) f(x) ==, glx)=vV1+z e h(z)=V1-zx.
(c) f(z)=1/z, g(z)=1/a% e hx)=1/Va.
(d) flz)=1/(z=2), g(@)=1/x -2 e h(z)=1/|z -2

(e) f(x)=expz, g(x)=1/expx e h(z)=Inz.

2. Mostre que a parabola de equacio y = 2+ + 1 tem vértice no ponto

(—1/2,3/4).

3. Considere a fungao
3 —1

r—1"

fz) =

(a) Mostre que f(z) = 2% +x + 1 para z # 1.
(b) Esboce o grafico da fungao f.
(¢) Mostre que

lim f(z) =3 e lim f(z)= +o0.

r—1 T——00

4. Considere a fungao
x

M) =t

(a) Mostre que f(z) =+vz+1+1paraz>—-1Az#0.
(b) Esboce o grafico da fungao f.
(c) Mostre que

lim f(x) =2 e lim f(z) =400

z—0 T—-+00

1 sex#3
f(ff){ :

0 sex=3

5. Considere a fungao

(a) Esboce o grifico da fungao f.

10



(b) Mostre que

lim f(z)=1 e lim f(z)=1.

x—3 r—+00
(c) Estude a continuidade da fungao f.

6. Considere a fungao

fla)="".
(a) Esboce o grifico da fungao f.
(b) Mostre que nao existe lim, o f(z) e que lim,_,_ f(z) = —1.

(c) Mostre que a fungao f é continua.

7. Mostre que nao existe o limite

hm:c+5
a—5 1 — 5

8. Resolva as seguintes indeterminagoes

(a) imy—,—1 (z+ 1) /f(z), imy——oo f(x) e limpyool/f(z) em
que f(z) = 23 + 22

22 +1

z+1°

(b) limg—,—19(z) e lim, ., - g(x) em que g(z)=

9. Considere a fungao f(z) = 1/z. Resolva as seguintes indeterminagoes:

(a) limy—qoo [2° - f(@)], limpioo [z f(2)] € limp—yoo [V - f(2)]
(b) limg_g [2° - f(z)], limg—o[z- f(z)] e lim,—o [z f(z)]

10. Escreva a expressao da primeira derivada de cada uma das seguintes
funcoes:

(a) f(x) :4x3+3x+§+5\/5

x

(b) f(z) =2 (5+ expa?) <§ + g)

(¢) f(z)= (22 —3)* + cosz — In (22)
(d) f(z) = cos®x — 6cos (¢*) — tan(4z) + 5sin (3z)

11



2
(e) f(z)= 5 ;)_ Y 4 4arcsin (2z) — cot 22

(f) f(z) = sec(—3z) + csc (5z) — 4arctan (z3)
11. Considere a funcio f(z) = 422 + 2z.

(a) Determine a equagao da recta tangente ao gréfico de f no ponto
de abcissa 1.

(b) Determine a equagao da recta normal ao gréfico de f no ponto
de ordenada 12 e abcissa positiva.

(c) Determine as equagbes das rectas tangente e normal no vértice
da parabola de equagao y = f(x).

12. Considere f(z) = (z + 3)?. Mostre como a forma de escrever f como
poténcias de z, f(z) = 2? + 62 + 9 (caso notdvel).também resulta do
desenvolvimento de MacLaurin da fungao f.

13. Escreva o desenvolvimento de MacLaurin das funcées

(a) y=expz ey =exp(—x);

(b) y=sinz e y = cos .
2 Séries numéricas e séries funcionais
Dada uma sucessao (uy), <y de nimeros reais,

(un):ulv U2, U3, -+ Up, Unt1, ",

(a cada nimero natural n estd associado o termo u,, de ordem n) podemos
considerar a adicao de todos os seus termos, uma infinidade de parcelas. E
o que se pretende com o conceito de série numérica.

Definicao 5 A série numérica de termo geral u,, que se denota por

[e.e]
S un (D un, Y, up ou simplesmente »  uy ), é a soma infinita dos termos
n>1 n=1 neN n
da sucessio real (Un), ey

Zun=u1+uQ+U3+---+un,1+un+un+1+---.
n>1

12



Embora o termo geral da série seja o termo geral da sucessao (un),cy, &

série ) uy ¢ distinta da sucessao (), <y que lhe estd associada. Enquanto
n>1
na primeira os termos estao adicionados entre si, na segunda estao "soltos"

como sequéncia ordenada’.

2.1 Convergéncia e soma de uma série

Dada uma série numeérica »_ u,, pode acontecer que o limite
n>1

lim (ur +ug +uz + -+ + tn—1 + un)

exista como nimero real (i.e., seja finito). Neste caso a série diz-se conver-
gente e o valor S desse limite diz-se a soma da série. No caso contrario,
se nao existe esse limite ou se é +00 ou —oo, a série numérica diz-se di-
vergente. Classificar uma série numérica como convergente ou divergente
é identificar a sua natureza. Temos a seguinte definicao rigorosa.

Definicao 6 Dada uma série numérica _ un, define-se a sua sucessGo
n>1

n
das somas parciais por S, = Y u;, ou seja,
i=1

(Sn)pen U1, w1 +wug, ur+uz + us,
se a sucessao das somas parciais (Sp),cn for convergente com limite S,

lim Sy, = im (uy +uz +ug + -+ + up—1 +un) = S,

a série diz-se convergente e o valor S diz-se a soma da série; se a
sucessao das somas parciais (Sy,),cy for divergente (caso em que tende para
+o0, tende para —oo ou nao tem limite), a série diz-se divergente.

Deste modo, a sucessao das somas parciais (.Sy,),,cy determina a natureza
da série numérica. Note que a sucessao (Sp),,cy de somas parciais é distinta

N

da sucessao (un)nGN que define a série. A primeira corresponde a sequéncia,

S1=w1, S2=uituz, S3=uitustus, ... S, =urtuz+---+upy,

"Uma série numeérica pode estar definida apenas para valores de n a partir de uma
certa ordem k. Nesse caso, escreve-se

E Up = Uk + Uk41 + Ugt2 + -+ Uk + Uk41 + Ugy2 + - .
n>k

Também se podem considerar séries numeéricas com infcio em n =0, Y up.
n>0

13



enquanto a Segunda COI‘I“eSpOHde a Sequéncia
Uy, U2, U3, ... Upy....

A convergéncia de uma série traduz-se no essencial por: "a soma de todos
(portanto, em nimero infinito) os termos da série acumula/nao-excede um
determinado valor; esse valor, conforme é intuitivo, é a soma da série".
Podemos dizer que a série converge para essa soma.

Existem séries numéricas que tém designacoes bem especificas dada a
estrutura do seu termo geral. A série numérica

E::l__.1+_1_%JL+_1_+...+_3;_%.”
n 2 3 4 (VR
n>1

¢ designada por série harménica. Relativamente a sucessao (Sy),,cy das
somas parciais, prova-se que

1
Son >14+mn-—=.
2
Temos
. . 1 1
limSon >lim(14n-=)=14+400-= | =1+ 00 =400,
n n 2 2

0 que mostra que a sucessao das somas parciais, da qual os termos San
constituem uma subsucessao, ndo converge para um valor finito. Concluimos
entao que a série é divergente. Uma série numérica com a forma geral

2::un:: é%a

n>1 n>1

para certo a € R, é designada por série de Dirichlet. Sao convergentes
se a > 1 e divergentes se @ < 1. Note que a série harménica é um caso
particular de série de Dirichlet (com a = 1).

Uma série numérica que tem como termo geral uma progressao ge-
ométrica (significa que cada termo resulta da multiplicagdo do termo an-
terior por um valor constante) ¢ designada por série geométrica. As
séries geométricas tém a forma geral

ZunZZ(a-rn_l) =ata-rtar’ta-rP+otar" a4

n>1 n>1

14



com a,r € Rea# 0. O nimero real r é a razao da série numérica e a é o
valor do seu primeiro termo. O termo geral da sucessdo de somas parciais é
dado por

Sp=Mm+1)a

quando r = 1 (trata-se da série de termo geral constante igual a a), e é dado
por

a(l—rm)

——

quando 7 # 1. Concluimos entdo que a série ¢ convergente se |r| < 1 (ou
seja, se —1 < r < 1) com soma S igual a

S:lima(l_r): a4 (1flim1“”): @
n  1-—r 1—7r n 1—7

S, =

(note que se —1 < r < 1 entdo ™ — 0), e é divergente se |r| > 1 (ou seja, se
r<—1Vr>1) (note que se r =1 temos S, = (n+1)a — 400 -a = +o0,
ser > 1 temos 7" — 400, e se r < —1 ndo existe® o limite de ™). Portanto,
se —1 < r < 1 podemos escrever

Zun:Z(CL'Tn_l):CL+CL'T+CL'T2—|—CL-’F3—|—---: 1ir’
n>1 n>1

Proposigao 7 Se as séries numéricas Y un € Y vy $G0 convergentes e
n>1 n>1
tém somas S e S, respectivamente, entio a série numérica Yy (un + vp)
n>1
também é convergente e tem soma S + S'.

Proposicao 8 Se a série numérica ) u, € convergente e tem soma S

n>1
entdo a série numérica ) (o-uy), com o € R, também é convergente e tem
n>1
soma o - S.
8Se r = —1 temos

Z[a'(_l)nil]:a—a+a—a+a—...

mas a sucessao das somas parciais

a sen impar
Sn =
0 sen par

nao tem limite (note que a # 0), logo a série é divergente.
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Resulta das proposicoes anteriores que se duas séries numéricas » |, u, €
n>1
> vy, s@0 convergentes e tém somas S e S’, respectivamente, entdo a série
n>1
numeérica Y (a - up + 8- vy), com o, 8 € R, também é convergente e tem
n>1
soma a-S+ (-5

Proposicao 9 Se a série numérica ), u, é convergente e tem soma S € a
n>1
série numérica Y vy, é convergente e tem soma S’ entdo
n>1

Z(un xu,) < S xS

n>1

2.2 Alguns critérios de convergéncia

A determinacao de uma expressao analitica do termo geral S,, = uy +
ug + - - - +u, da sucessdo de somas parciais ¢ uma situacao pouco frequente.
Ao contrario do que sucede com as séries geométricas, para a maioria das

séries numeéricas Y u, nao é possivel estabelecer uma tal expressao. Tal
n>1

impede o célculo do limite de S,, e a obtencao do valor da soma S da série.

No entanto, é usual fazer um estudo da série numérica por meios indirectos,

através de critérios que permitem identificar a sua natureza.

Proposigao 10 (Critério geral de convergéncia, condi¢do necessdaria

de convergéncia ou critério do termo geral) Se a série numérica > un
n>1
é convergente entao

limu, = 0.

Em consequéncia deste resultado (por contra-reciproco), se lim, u, # 0

entao a série numérica Y u, ¢ divergente,
n>1

limy, u, #0 = > w, série divergente|.
n>1

De salientar que para que uma série numeérica » . u, seja convergente,
n>1

NAO BASTA (nio é suficiente) que o seu termo geral u,, convirja para

0 (como mostra o exemplo da série harménica > (1/n)), no entanto, tal é
n>1
necessario.
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Proposigao 11 (Critério da comparagao - formulagao 1) Sejam . uy
n>1
e > v, duas séries numéricas tais que, a partir de certa ordem, se tem
n>1
Un,Up > 0 e vy, < uy. Entdo, a convergéncia da série Y uy, implica a
n>1
convergéncia da série »  vp,
n>1

> uy, série convergente = Y. vy, série convergente|,
n>1 n>1

e a divergéncia da série Y vy, implica a divergéncia da série Yy up,
n>1 n>1

> vy série divergente —> Y u, série divergente|.
n>1 n>1

Proposigao 12 (Critério da comparagao - formulagao 2) Sejam > up
n>1
e z v duas séries numeéricas tais que u, > 0 e v, > 0 para todo o n. Se
n>1

eziste o limite u

L =lim—

n Up

e tem valor finito nao-nulo (portanto L # 0 e L # 400, ou ainda, 0 < L <
+00) entao as duas séries tém a mesma natureza.

. . .. 1 .
E frequente o uso de uma série de Dirichlet ) — como série ) vp. O
n>1T n>1
valor conveniente para o € QQ é escolhido com base no termo geral u,, da série

> uy, de que se quer identificar a natureza. Também as séries geométricas
n>1
sao usadas com frequéncia para comparagao.

Proposigao 13 (Critério da raiz de Cauchy) Dada uma série numérica

> up tal que uy, > 0 para todo o n, suponha que o limite
n>1

L =1lim Y/u,
n

é finito ou +00. Entdo a série é convergente se L < 1 e é divergente se L > 1
ou L =17 (L =17 significa L =1 e Yu, > 1). Quando L = 1~ (que
significa L =1 e {/u, < 1) ou L = 1% (que significa L =1 mas {/u, > 1
para alguns valores de n e {Y/u, < 1 para outros valores de n intercalados
com os anteriores) nada se pode concluir sobre a natureza da série.

17



Proposigao 14 (Critério da razao de D’ Alemberg) Dada uma série

numérica »_ uy tal que uy > 0, para todo o n, suponha que o limite
n>1

L = lim 24!

n un
é finito ou +o0o. Entdo série é convergente se L < 1 e é divergente se L > 1
ou L = 17 (L = 17 significa L = 1 € upy1/un > 1). Quando L = 1~
(que significa L = 1 € Upy1/un < 1) ou L = 1% (que significa L = 1 mas
Unt1/Un > 1 para alguns valores de n e uny1/u, < 1 para outros valores de
n intercalados com os anteriores) nada se pode concluir sobre a natureza da
série.

2.3 Séries de poténcias

Quando o termo geral de uma série nao depende s6 de n mas também de
uma varidvel z, a série diz-se uma série funcional (ou série de fungoes).
Consideremos o seguinte caso de série funcional, que é particularmente im-
portante por constituir uma generalizagao da nogao de polinémio.

Definicao 15 Chama-se série de poténcias de x a toda a série da forma

Zun(x):Z(vn'fEn_l):’1)1+’l)2-.1'+1)3-x2—|—1)4-x3+...'
n>1 n>1

Para cada valor de x fixo, a série de poténcias (an . x”fl) dé lugar a
n>1

uma série numérica. Em geral, existem valores de = que conduzem a séries

numeéricas convergentes e valores de x que conduzem a séries numéricas

divergentes. Como exemplo, consideremos a série de poténcias de x

Zun(l'):an71:1+$+$2+$3+$4+“’

n>1 n>1

em que v, = 1 para todo o n. Para x = 2 temos a série numérica

> un(2)=) 2" =1424+44+8+16+-

n>1 n>1
que é divergente, enquanto para x = 1/2 temos a série numérica

1 1\ ! 1 1 1 1
Zun<5>—z<§> =145+ gttt

n>1 n>1

que é convergente.
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Definigao 16 O conjunto de valores de x para 0s quais a série de poténcias

o0
> un(z) = (vn-a™ 1) é convergente diz-se o dominio de convergén-
n>1 n=1
cia pontual (ou apenas dominio de convergéncia) da série. Quando o

z

dominio de convergéncia é um intervalo, a metade do comprimento desse
intervalo diz-se o rato de convergéncia da série.

Em consequéncia dos critérios da raiz de Cauchy e da razao de D’ Alem-
berg, é vélido o seguinte resultado para determinagdo do dominio de con-
vergéncia.

Proposicao 17 A cada série de poténcias dex, Y un(z) = 3 (vn - 2" 1),
n>1 n>1
estd associado um "nimero” R >0 ou R = +oo tal que se x € |—-R, R] (ou

seja, |x| < R) entao a série numérica correspondente é convergente e se
x € |—00, —R[U]R, +00[ (ou seja, |x| > R) a série numérica correspondente
é divergente. O valor de R é dado por

R =

L
L

em que L é o valor do limite superior

L =Tim {/|v,|.
n

Quando existe, o limite lim,, |v,41/v,| tem o mesmo valor que m’\’/m .

Neste caso, também

Un+1
Up

L =1lim

n

Este resultado nao permite concluir a natureza da série de poténcias para
x =R ex=—R (ouseja, x| = R). Para estes valores de = é necessério um
estudo particular, ou seja, substituir na série de poténcias a varidvel x por
R e por —R e estudar as séries numéricas

S unB) =3 (o BN e Y un(-R) = [va- (—R)"]
n>1 n>1 n>1 n>1

Ap6s o estudo destas séries numéricas, os valores R e — R s&o ou nao incluidos
no dominio de convergéncia.

Se R = 0 (caso em que sdo +oo os limites limy, {/[v,| e limy, [v,41/vn|)
entdo o dominio de convergéncia da série de poténcias ¢ D = {0}. Se
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R = +o00 (caso em que sdo nulos os limites lim, {/|v,| e limy, |vp41/vn|)
entao o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = R.

Considere o caso, mais geral, de séries de poténcias de = — a.

Definicao 18 Chama-se série de poténcias de r — a a toda a série da

forma
Zun(:ﬁ —a)= Z {vn (- a)nil} :

n>1 n>1

Proposicao 19 A série de poténcias [Un Nz — a)nil] é absolutamente
n>1

convergente para os valores de x que verifiquem x € Ja — R,a + R] (ou seja,

|z —al < R) e divergente para x € |—o0,a — R[ U ]a+ R,+o0[ (ou seja,

|z —a| > R) em que R é dado por

1
R=~
L
com
Un+1

Un

L =lim

n

ou L =Tlim /|vy].

Se |x —a| > R entao a série de poténcias é divergente.

Parax = a—Rex = a+ R (ou seja, | — a| = R) é necessdrio um estudo
particular.

O desenvolvimento de Taylor é uma série de poténcias de * — a e o
desenvolvimento de MacLaurin é uma série de poténcias de x.

2.4 Exercicios propostos

1. Justifique que a série numérica

v

¢é divergente.

L
n 1Vﬁ€

oo !

é convergente e tem soma 3.

2. Mostre que a série numérica ) ——
n>1

[N)

3. Estude a natureza da série numérica »  37". Caso seja convergente,
n>1
determine a sua soma.

4. Proceda como no exercicio anterior relativamente as séries numeéricas

25(=3)7" X 3(=1D)"e 323

n>1 n>1 n>1
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. Mostre que sao divergentes as séries numéricas

s e (1) S () gt

n
n>1 n>1 n>1 n>1

. Mostre que a série numérica ) | 5- + — | ¢ convergente.
n>1\2"  4n

. Por comparagio, mostre que as séries numéricas » v, de termo geral

n>1
n 1 3n—1 1
Up=—F——, Up= —————, Uy = —5— € Up = —
"3l " n(n+1) " n3 N S
sao convergentes enquanto que as séries numéricas » v, de termo
n>1
geral
1 ( > 9) 1
vy, = —— (paran > e Uy =——5—
"on—1 " /ncos?n

sao divergentes.

. Usando um critério da comparacao, mostre que as séries numéricas

> uy, de termo geral
n>1

2
Up ==, Up=—73 e  uUp =sen—
n n n

sao divergentes enquanto que sao convergentes as séries numéricas

> uy de termo geral
n>1

i U —nsin; e u —Lnn—+2
(n2+1)(n+5) " n3 + 1 "2+l n45

Up =

Considere a série de poténcias

N am =14t a® +at a2t 4o
n>1

(a) Mostre que o dominio de convergéncia da série de poténcias é o
intervalo |—1, 1].
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10.

11.

12.

13.

(b) Dado que, para cada x € |—1,1], a série de poténcias de = d&
lugar a uma série geométrica, mostre que

_ 1
an 1:1—56

n>1

Mostre que série de poténcias de =

n

Tg’lMl(QJ) = 7; [3 T (_1)71]2”’

tem o intervalo ]—4, 4] como dominio de convergéncia.

Determine o dominio de convergéncia das seguintes séries de poténcias
de x :

n

(a) glun(l') = >1%.

n>1 n>1

Determine o dominio de convergéncia das seguintes séries de poténcias
dex—2:

(8) ¥ unle—2)= X nfe —2)"L,

- _ - n(x_ 2)2n+1
e S e

Determine os valores de = € R para os quais os seguintes desenvolvi-
mentos em série de poténcias convergem para as respectivas fungoes:

() 1402+ 2ot 4 ab 1oy T exp(e?)
2 6 n!
11 1 5 (=2t 1
b)) S —Z(z—-D+=(x—2)* —. ... (=112~ .. ..=—_=
b) 5 —q@=2)+2(@-2) +(=1) on T -
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