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1 Dominios de Definicao

e Uma funcao real (ou escalar) de n varidveis reais, com n > 1,
é uma funcao f cujo dominio é um subconjunto de R™ e cujo con-
tradominio é um subconjunto de R, ou seja,

f+ DyCR"—R
(1,...,2p) € Dy—y=f(x1,...,2n) ER.
Uma funcao f : Dy C R"™ — R é definida por uma expressao com n

varidveis. A designagao "funcao real" indica que o contradominio é
um subconjunto de R. Se f: Dy CR? — R entdo o grafico de f ¢

Gr(f) = {(z1,22,y) € Dy x R C R? XR|y=f(z1,22)} CcR3

e pode ser pensado como uma superficie no espago.
Exemplo 1 A funcio f : R? — R definida por

flz,y) =2 + ¢,

de dominio Dy = R2, tem como grifico um paraboldide de vértice
(0,0,0). As fungdes g : R2 — R e h: R? — R definidas por

g(z,y) =5+ +y> e h(z,y) = (v -3)7+4°

respectivamente, tém o mesmo dominio, Dy = R2. No entanto, o
grdfico de g é um paraboldide de vértice (0,0,5) e o grifico de h é um
paraboldide de vértice (3,0,0). Os grificos de g e de h correspondem a
translagées do grifico de f (translagio sequndo o vector ¥ = (0,0,5)
no caso de g e translagcdo sequndo o vector v = (3,0,00) no caso de

h).

e Uma funcao vectorial (ou campo de vectores) de n varidveis
reais ¢ uma func¢éo f cujo dominio é um subconjunto de R"™ e cujo
contradominio é um subconjunto de R™ com m > 2, ou seja,

f : DfCR" - R"™comm>2
(1,...,2n) € Dfr— (y1,...,Ym) € R™.

€1m que (y17"'7ym> = (fl (w17"'7$n>7”'7fm (fEl,...,fEn)> € Rm
Uma fungdo Dy C R™ — R™ ¢ definida por um sistema de m fungoes



fi,..., fm reais de n varidveis reais, designadas por fungoes com-
ponentes da fungao f. O dominio Dy corresponde & intersecgao dos
dominios das fungoes componentes fi,..., fm, Ou seja,

D¢ =Dy N---NDy,.
Se f: Dy C R — R? entdo o gréfico de f é
Gr(f) = {(=,y1,y2) € Dg x RECRXR? |y = fi(z) Aya = fo ()} C R3
e pode ser pensado como uma curva no espaco.

Dada um funcao real f : Dy € R" — R ou uma fungao vectorial
f: D CR"™ — R™, podem constituir o seu dominio todos os elementos
de R™ para os quais é possivel efectuar todas as operacoes indicadas
na(s) expressao(oes) que definem a func¢do. Para tal, hd que ter em
conta as condicoes seguintes:

U ..
para — exigimos v # 0
v

para {/u (com n par) exigimos u >0
para v’ exigimos wu >0
para log,u exigimos u >0

para tanwu exigimos u # ig + 2km, com k€ Z

para cotu exigimos w # +7m + 2kw, com k € Z

para arcsinu ou arccosu exigimos —1 <wu <1,

Exemplo 2 Por exzemplo, f : R x R\ {0} C R? — R3 definida por

1

Fay) = (f1 (@.9) o (2.)  f3 (2,9)) = (x L2 m)

tem por funcdes componentes fi(z,y) = 2 + %, fo(x,y) = 2/y e
f3(z,y) =1/ (y +2). Neste evemplo tem-se Dy = RxR\{—2,0} C R?
que corresponde @ interseccao

De = DpNDg N Dy,
= RENEBRxR\{OHNERxR\{-2}) =R xR\ {-2,0}.



1.1 Exercicios Propostos

1. Dadas as seguintes fungdes f : Dy C R? — R, determine e represente
graficamente o dominio de defini¢ao D; para cada uma:

) f @) = s

(b) f(y) =1 (@2 +47)
() f(z,y) = (a2 +¢2)°

(z,y) = (2 +12)™"
(e) f(z,y) =In(z+y)

"
N~—r
~

(m) f @9) = 73—
1
) 1 a) = ———
x2 2
(0) fl(z,y)= Z
(22 +y2)?



Y
(p) f(z,y) = arcsin "

(@) f(z,y) =In(1—a?)+ cos(zy)

0 f@y) =7

v
) S @9) =

(t) f(z,y)=(4-2>—y*)"
2. Determine o dominio de defini¢do D de cada uma das seguintes fungoes:
o
() Flayy={ MY
Vi—-z—y se (z,y) talquez+y <0

se (z,y) talquexz +y >0

2 2
(b) f(z,y) % sez? +y? <1le (z,y) # (0,0)
T,Y) =
0 se (.l',y) = (0,0)
() flz,y) {ln(y‘#) se /22 + 12 > 2
C T,Y) =
VI—a?=y? se Vat g <2
3 4
d) f(z,y) H se  (z,y) #(0,0)
T,Yy) =
! se  (z,y) =(0,0)

(In(3z+7y) se (z,9) tal que 3z +y >0
© f@y=1
. Tty

se (z,y) tal que 3x +y <0




(f) f(z,) % se (x,y) tal que = # 3y
z,y) =
0 se (x,y) tal que z =3y
(@) f(z,y) = 2y — 1 se y#1
( 1 se y=1
(h) f(z,y) = WP, (z,y) # (0,0)
0 , (z,y) =(0,0)

. Considere a funcio vectorial f : Dy C R? — R? definida por
fi(z,y) =y+ Vo —a?
fo(z,y) = NS

Determine o dominio de definicao de f e represente-o graficamente.

. Considere a fungao

f(x,y)zln(my—l)—i—\/9—(x—1)2—y2.

Determine o dominio de defini¢do da fungéo f e represente-o grafica-
mente.

. Paraoconjunto A = {(z,y) e R*: 2 +y <1 A y—z<1 A y>0},
considere a fungao

x
y*+1

1 se (x,y) ¢ A

Determine o dominio de defini¢do da funcao f.

se (x,y) €A
f(z,y) =

. Determine o dominio de definicao Dy de cada uma das seguintes
funcoes:



2% sin? (y) + y cos? ()
(a) f(l‘ay) - x4+y4+2$2y2
2
o) F o) 352-3; se (z,y) tal que y # x
,Y) =
1 se (x,y) talquey ==z
Ty
© tep=] = T
T,Y) =
0 se x ==y
@ fow) o (z,y) # (0,0)
,Y) =
0 se  (z,y) = (0,0)

2 Limites e Continuidade
e Considere em R™, com n > 1, a distancia euclidiana definida por
d[(fL‘l,...,IIJ’n),(al,...,an)]Rn = H(fL‘l,...,ZL‘n) - (Cbl,...,an)H 3

ou seja,

Al(@1, e 20) s (@1, an)lgn = \ (@1 — a1)2 + o+ (@0 — an)? € RY.

Em R (n = 1) esta distancia pode traduzir-se pelo médulo da diferenga

entre os pontos,
d(z,a)g =\/(x —a)® =z —al.

e Dado um ponto (ay,...,a,) de R” e um nimero real positivo ¢, a
bola aberta de centro em (aq,...,a,) e raio €, que se denota por
B:(a1,...,ay) ou B((a1,...,a,),€), &€ o conjunto de todos os pontos
(z1,...,2y) € R™ cuja distancia ao ponto (ai,...,ay,) é inferior a &,
ou seja,

B: (a1,...,an) ={(z1,...,20) €ER" | d[(21,...,20n),(a1,...,an)]gn <&}.



Para n = 1 a bola aberta é o segmento de recta Ja — ¢, a + ¢[, enquanto
para n = 2 é o interior do circulo de centro (ai,az) e raio €, pois
obtemos

(x —a1)* 4 (y — ag)? < &%

Para n = 3 a bola aberta ¢ o interior da esfera de centro (aq,as,as) e
raio €, pois

(x—a1)? + (y — a2)® + (2 — a3)? < €2.

Seja. D C R™. Um ponto (ay,...,a,) € R” é um ponto de acu-
mulagao de D se em qualquer bola aberta B: (aq,...,a,) de centro
(a1,...,a,) existe pelo menos um ponto de D distinto de (aq, ..., a,),
ou seja, Ve > 0, 3 (z1,...,2,) € D\ {(a1,...,a,)} tal que

(T1,...,2p) € B (a1,...,a,).

O conjunto de todos os pontos de acumulagao do conjunto D designa-
se por derivado de D e denota-se por D’. Um ponto que nao é de
acumulacao de D diz-se um ponto isolado.

Assim, um ponto (aq,...,a,) € R™ é de acumulagao do conjunto D
se em qualquer sua "vizinhanca" existe pelo menos um outro ponto
(diferente dele) que pertence a D. Na verdade, tal implica que em
qualquer vizinhanga de (ay,...,a,) existem infinitos pontos de D, ou
seja,

Ve >0, B:(a1,...,a,) N D éum conjunto infinito.

Sejam f : Dy C R? — R uma funcdo real de duas varidveis reais e
(a,b) um ponto de acumulagao de Dy. Diz-se que | € R é o limite
de f no ponto (a,b) se e s6 se para todo ¢ > 0 existe um ¢ = € (J) >
0 (dependente do § tomado) tal que d(f (x,y),l) < ¢ sempre que
d((z,y),(a,b)) < ee (z,y) € Df\ {(a,b)}, ou seja, V6 > 0, Je¢ =
e (6) > 0 tal que

d((m,y),(a, b))R2 <eAN (l‘,y) S Df\{(av b)} = d(f (:E,y) al)R < 4.

Considerando a distancia euclidiana, tem-se | = lim, ) (0 f (%, ¥)
se e 86 se Vd >0, Je = ¢ (6) > 0 tal que

V@—a +@-b><eA (@y) € DAL} — |f(@y)—1l <o,



e Sejam f : Dy C R?> — R e (a,b) um ponto de acumulagio de Dy.
A aproximagao a um ponto (a,b) pode fazer-se através de qualquer
uma das infinitas direcg¢oes do plano. Como tal, quando ocorrem inde-
terminagoes hd que considerar os limites direccionais e os limites
sucessivos (ou iterados) que sdo casos particulares de limites rela-
tivos. Tem-se:

— Limites sucessivos (ou iterados):

lim [lim (m,y)} e @1;13}) [limf (w,y)],

r—a |y—b T—a

cada um constituido por dois limites sucessivos numa sé varidvel;
— Limites direccionais:

* se o caminho é uma recta nao-vertical de declive m que passa
no ponto (a,b), entao o limite direccional é

lim f(x,y):liinf(x,m(x—a)—i-b),
(z,y) — (a,b) o

y=m(x—a)+b

um limite numa sé varidvel (z);

* se o caminho é uma pardbola de eixo vertical que tem o ponto
(a,b) como vértice, entdao o limite direccional é

, lim f(x,y):;il)%f(:c,k(x—a)2+b)

um limite numa s6 varidvel (x);

% se o caminho é uma pardbola de eixo horiontal que tem o
ponto (a,b) como vértice, entdao o limite direccional é

lim f @y =tim f (kly—a)+by),
(z,y) — (a,b) e
r=k(y—a)’+b

um limite numa sé varidvel (y).

% se o caminho é qualquer outra curva que passe no ponto (a, b)
tem-se outro limite direccional.



O célculo destes limites, que sdo em nimero infinito, indicam acerca de
um possivel "candidato" a limite [ (se todos sao iguais) ou permitem
concluir a inexisténcia de limite no ponto (a, b) (se existem pelo menos
dois com valores diferentes).

A definigao de limite exige que existam e tenham o mesmo valor to-
dos os limites da funcao f restringida a qualquer um desses caminhos
possiveis. Como é impossivel calcular todos esses limites relativos, s
0 uso da definicdo permite concluir a existéncia do limite

lim z,y).
(z,y)—(a,b) fl@9)

Para tal, sdo fundamentais as desigualdades com mdédulos

2| = Va? < /a2 +y?
lyl = Vy? < Va2 +y?
|z £y| < o]+ |yl < 2¢/22? 492

|:z:3 —y?’\ < (sc2+y2)3/2 ’

e as igualdades com médulos

o x yl = |a] x Jyl]

|z]

z = —, paray # 0|
|yl

Y

Sejam f : Dy CR?> - R, g: Dy CR? - Re (a,b) € R? um
ponto de acumulagao dos dominios Dy e Dy. Se existirem os limites
lim (g ) (ap) [ (2, y) € limg ) () 9 (2, ) entao:

— limite da soma e da diferenca de fungoes

lim +g)(z,y)= lim z,y) £ lim z,Y);
(W)H(%b)(f 9) (z,y) (z,y)ﬁ(a,b)f( y) (x’y)a(mb)g( y)

— limite do produto de funcoes

lim X z,y) = lim z,y) X lim z,y);
(x,y)ﬂ(a,b)(f 9) (z,y) (x,y)ﬂ(mb)f( y) (z,y)ﬂ(a,b)g( y)
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— limite do produto de uma func¢do por uma constante k € R

lim k- z,y)=k- lim z,Y);
(mvy)ﬂ(avb)( H@y) (ff,y)ﬂ(a,b)f( v)

— limite do quociente de fungoes

lim i (z,y) = mg ) (ap) S (z,v)

(z,y)—(ad) g v 1im(z,y)—>(a,b) g (IE, y)

sempre que limg, )@ 9 (z,y) # 0 e g(z,y) # 0 para todo o
(x,y) € Dy.

e Sejam f: Dy CR? = Re (a,b) € R? um ponto de acumulagéo de Dy.
A fungao f diz-se continua no ponto (a,b) se e s6 se sao verificadas
as trés condicoes seguintes:

— existe a imagem f (a,b), ou seja, (a,b) € Dy;
— existe o limite lim, ) (a) f (Z,9);
— sao iguais os elementos garantidos em i. e ii., isto é,

lim  f(xz,y) = f(a,b).

(z,y)—(a,b)
A funcao diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu
dominio.

A continuidade de f no ponto (a,b) traduz-se no essencial por: "sem-
pre que se tomam objectos (z,y) suficientemente préximos de (a,b)
obtém-se valores f (x,y) das imagens tao préximos de f (a,b) quanto
se queira".

e Sejam f: Dy CR? = Re (a,b) € R? um ponto de acumulagéo de Dy.
A funcdo f diz-se prolongéavel por continuidade no ponto (a,b)
(ou que f tem no ponto (a,b) uma descontinuidade removivel) se e s6
se sao verificadas as duas condigOes seguintes:

— (a,b) ¢ D¢ (logo nao existe a imagem f (a,b));

— existe com valor finito (como nimero real) o limite

lim z,y).
(z,y)—(a,b) f (@)

Seja [ o valor deste limite.

11



Define-se a fungao f*, designada por prolongamento por continui-
dade de f ao ponto (a,b), por

f(z,y) se (z,y) € Dy
fr(zy) =
[ se (z,y) = (a,b)

com dominio Dy« = DyU{(a,b)}. Note-se que Dy« # Dy, pois D« =
D¢ U{(a,b)} e (a,b) ¢ Dy.

Sejam f: Dy C R? — R e (a,b) um ponto de acumulagao de Dy. A
fungao f diz-se descontinua no ponto (a,b) se f ndo é continua nem

prolongével por continuidade nesse ponto. Neste caso, o ponto (a,b)
diz-se um ponto de descontinuidade da fungao f.

Qualquer funcado polinomial é uma funcdo continua, independente-
mente do nimero de varidveis. Tais fungoes podem ser designadas
por funcoes elementares.

Sejam f: Dy CR? - R, g: D, CR? > Re (a,b) € DyN Dy. Se f
e g sdo continuas no ponto (a,b) entdo sdo continuas nesse ponto as
funcdes |f[, f+g, f—g, fx g, k- f (parac €R) e g se g (z,y) # 0
para todo (z,y) € Dy.

Sejam f: Dy CR" - R™"eg: D, CR™ — RP fungoes tais que
f(Dy) C Dy (portanto a fungao composta g o f estd bem definida) e

(a1,...,a,) € Dy. Se f é continua no ponto (ai,...,a,) e g é¢ continua
em f(ai,...,a,) entdo a funcdo composta g o f também é continua
em (ag,...,an).

CASO PARTICULAR: Sejam f: Dy CR? - R, g,h: DCR —R
tais que g (D) x h (D) C Dy e (a,b) = (g (c),h(c)) € g(D) x h(D) C
Dy um ponto obtido a partir do valor real ¢ € D. Se f ¢ continua no
ponto (a,b) e g e h sdo continuas em ¢ entdo a fungao composta F'
definida por

também é continua em c.

CASO PARTICULAR: Sejam f : Dy C R? - R, g,h : D C
R? — R tais que g(D) x h(D) C Dy e (a,b) = (g9(c,d),h(c,d)) €
g (D) x h(D) C Dy um ponto obtido a partir do ponto (c,d) € D. Se

12



2.1

f € continua no ponto (a,b) e g e h sdo continuas em (c,d) entao a
funcéo composta F' definida por

F(z,y) = f(9(x,v), h(z,y))

também é continua em (c, d).

Exercicios Propostos

. Calcule os valores de o € R\ {0} e € R de modo que seja continua

em x = 0 a fungao

sin (o) e <0
x
f(z) = a+ se z=0
exp () —COST 2>
Bx + xsinx
. ~ T+Y o
Seja a funcao f(x,y) = r— Calcule o limite de f no ponto (1, 2).
Seja f a funcao
Yy
——— , (z,y) #(0,0)
flwy) =4 V& +y°
1 ) (':C’ y) = (0’ 0)

Estude o limite de f na origem dos eixos.

Estude a existéncia do limite da funcao definida por

zy
o) = ——L—
(% +y?)

no ponto (0,0).
Verifique se a fungao

% se (x,y) tal que z # +y

f@y) =9 7
1 se (z,y) tal que x = ty

tem limite no ponto (z,y) = (0,0).
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6. Estude a continuidade da funcao f definida por
sin (562 + y2)

flzy) = vy
1 se (z,y) = (0,0)

se (z,y) # (0,0)

7. Considere a fungao f definida por
iy’
s S (z,y) #(0,0)
flz,y) =
0 se (z,y) = (0,0)
Averigtie se a fungao f é continua no ponto (0,0).
8. Considere a funcao f definida por

5L‘2y

< 3 se xy < 0
[y =S &Y
In(zy+1) seaxy>0

Averigtie a continuidade de f em pontos do eixo dos xx com abcissa
positiva.

9. Considere a funcao f definida por

3 _ .3
f( ) @Tyyg se (Iﬁ,y) 7£ (070)
T,Y) =
a se (z,y) = (0,0)

Existe algum valor de a« € R para o qual a fungao f é continua?
Justifique.

10. Considere a funcio f: D C R? — R definida por
z? +y?
(22 + 42
fley) =4 BTV
0 se (z,y) = (0,0)

Estude a continuidade da fungao f na origem.

sex? +y? <le(z,y)#(0,0)

14



11. Considere a funcdo f : R? — R definida por

sin (x3 + y3)
i (z,y) # (0,0)

2 se (z,y) = (0,0)

f(z,y) =

Estude a continuidade da fungao f na origem.
12. Considere a funcao f : R? — R definida por

zy" + py
e (z,y) # (0,0)

0 se (x,y) = (0,0)

flz,y) =

onde n ¢ um nimero natural e p um nimero real. Mostre que a fun¢ao
f € continua em (0,0) seesésen>2ep=0.

Verifique se é continua na origem dos eixos a funcao f definida por

13.
3 2
flay) = % se (z,y) # (0,0)
0 se  (z,y) = (0,0)

14. Estude da continuidade da funcao f definida por

y— 2
,  (x, 0,0
R == IR0
0 , (z,y) =(0,0)

15. Dada a funcao f : R? — R? definida por

~
Il
<
|
w

z9 =

estude-a quanto a continuidade no ponto (0, 0).
16. Diga, justificando, se é prolongével por continuidade no ponto (0,0) a
funcao
Yy

f(x’y):\/x?:W'

15



17. Estude a continuidade da fungao f definida por

31‘2 + y2 4 4
fag)={ oyt T oo
0 , at+yt=0
18. Seja f a fungao
323 + 293
Fla,y) = W (=) #(0,0)
0 , (z,y) =(0,0)

Estude-a quanto a continuidade.
19. Considere a fungao f definida por
_ 7y
flz,y) = Y+ asinx
1 se (z,y) tal que y = —zsinz

se (z,y) tal que y # —xsinx

Prove que a fungao f néo é continua em (0,0).

3 Derivadas e Diferenciais de 1 Ordem

e Seja D um subconjunto de R?2. Um ponto (a,b) € R? é um ponto
interior a D se existe uma bola aberta B: (a,b) de centro em (a,b) e
raio € contida em D, ou seja,

Je > 0| B:(a,b) C D.

O conjunto de todos os pontos interiores ao conjunto D designa-se por
interior de D e denota-se por Int(D). O conjunto D diz-se aberto
se todos os seus pontos sao interiores, D = Int(D).

Assim, um ponto (a,b) € R? é interior ao conjunto D se lhe pertence e
também pertencem a D todos os pontos de R? "suficientemente préx-
imos" de (a, b).

e Numa funcao real de duas varidveis reais z = f (x,y) cada uma das
varidveis z e y ¢ uma varidvel independente (z é a varidvel dependente
na fungao f). Como tal, é possivel variar z mantendo y como con-
stante, e vice-versa. Eo que se pretende com a seguinte definicao de
derivada parcial.
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Sejam f : Dy C R? — R e (a,b) € R? um ponto interior a Dy. A
derivada parcial de primeira ordem da f em ordem a z no
ponto (a,b), que se denota por % (a,b) (ou f! (a,b)), &€ dada pelo
limite (em R)

of (a,b) = limy_

ox

fa+h,b)— f(a,b)
Y )

Analogamente, a derivada parcial de primeira ordem da f em

ordem a y no ponto (a,b), que se denota por —= (a,b) (ou f; (a,b)),

dy
é dada pelo limite (em R)
0 . ,b+h)— f(a,b
8_5 (a,b) = limy,o fla ;L f{a.b) .

Estas derivadas parciais possuem uma interpretacao geométrica sim-
ples. Considere curvas sobre a superficie do gréfico da fungdo z =
f (z,y) que resultam de cortes sobre essa superficie por planos verti-
cais que passem no ponto (a, b, f (a,b)).

Seja C1 a curva paralela ao plano Oz que resulta da interseccao da
superficie do gréfico da fungao z = f (x,y) com o plano vertical y = b
(é a curva em que o plano vertical y = b "corta" a superficie do gréfico).
Assim, a derivada parcial de f no ponto (a,b) em ordem a x é o declive
da recta tangente a esta curva Cy em x = a. Sobre a curva C7 a fungdo
z = f(x,y) nao varia com y (y = b, pois C é o grafico da fungao de
uma varidvel z = f (z,b) em que se considera y constante igual a b) o
que mostra que a derivada parcial

of
ox

mede a taxa de variagdo de f no ponto (a,b) na direc¢do e sentido do
eixo dos zz (por unidade de comprimento), ou seja, mede a taxa de
variagao de f quando se atribui um "acréscimo" ao ponto (a,b) na 1¢
coordenada.

(a,b)

Por outro lado, seja Cy a curva paralela ao plano yOz que resulta da
interseccao da superficie do grifico da fungao z = f (x,y) com o plano
vertical x = a (é a curva em que o plano vertical x = a "corta" a
superficie do gréfico). Assim, a derivada parcial de f no ponto (a,b)
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em ordem a y é o declive da recta tangente a esta curva Cy em y = b.
Sobre a curva Cy a fungao z = f (z,y) nao varia com x (z = a, pois Cs
é o grafico da funcdo de uma varidvel z = f (a,y) em que se considera
x constante igual a a) o que mostra que a derivada parcial

of
(9_y (a’v b)

mede a taxa de variagdo de f no ponto (a,b) na direc¢do e sentido do
eixo dos yy (por unidade de comprimento), ou seja, mede a taxa de
variagao de f quando se atribui um "acréscimo" ao ponto (a,b) na 2%
coordenada.

Em muitas situacoes, o cdlculo da derivada parcial em ordem a x num
ponto (a,b) é feito pelas muitas regras usuais de derivagdo ordindria
considerando a varidvel y como constante (apds obter a expressao
geral da derivada parcial calcula-se o seu valor para (z,y) = (a,b)).
Analogamente para o cdlculo da derivada parcial em ordem a y num
ponto (a,b). No entanto, quando a funcao f é definida por imposigao
no ponto (a,b) ou (a,b) € um ponto que pertence a "curva de mudanga
de ramos", apenas é possivel o cédlculo directo pela definicao.

A existéncia de derivadas parciais de primeira ordem de valor finito de
f num ponto (a,b) ndo implica a continuidade de f nesse ponto (no
entanto implica continuidade relativamente a essa variavel). Considere
sas seguintes proposicoes relativas a continuidade.

PROPOSICAO: Sejam f : Dy C R? — R e (a,b) € R? um ponto
interior a Dy. Se as duas fungoes derivadas parciais de primeira ordem
de f existem e sdo limitadas nos pontos (x,y) de uma bola centrada
em (a,b) entao a fungdo f é continua no ponto (a,b).

PROPOSICAO: Sejam f : Dy CR? - R e (a,b) € R? um ponto
interior a Dy. Se as duas funcoes derivadas parciais de primeira ordem
de f existem e sao finitas no ponto (a,b) e todas, excepto uma, sdo
limitadas nos pontos (z,y) de uma bola centrada em (a,b) entdo a
fungao f ¢ continua no ponto (a,b).

Sejam f : Dy C R? — R e (a,b) € R? um ponto interior a Dy.
Se as duas derivadas parciais de primeira ordem de f no ponto (a,b)
existem e sdo finitas, define-se o gradiente de f no ponto (a,b), que

_
se denota por grad f (a,b) ou Vf (a,b) (V lé-se nabla), como sendo o
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3.1

vector dessas derivadas parciais,

grad f (a,b) = <% (a,b), Z—ch (a, b)) )

O vector gradiente de f no ponto (a,b) é o vector cujas projecgoes
sobre os eixos coordenados sao as correspondentes derivadas parciais
de primeira ordem de f nesse ponto (a projecgao do vector gradiente

. ) . . - of
sobre o eixo dos zx é a derivada parcial de primeira ordem —= (a,b) e

a projeccao do vector gradiente sobre o eixo dos yy é a derivada parcial
- of :
de primeira ordem En (a,b)) pois
madf (0,) = 5 @) & + 5 )@
em que B = {e7,e,} = {(1,0),(0,1)} é a base canénica de R2.

Exercicios Propostos

. Considere a fungao f definida por

2x
flz,y) = o
- . .. Of of
Calcule, por defini¢do, as derivadas parciais 30 (L) e P2 (1,2).
Yy 4

Dada a funcao real f definida por

X

. . .. of 0
calcule, por definicao, o valor das derivadas parciais = e —f no ponto

Ox Oy
(2,1).
Dada a funcao
Tty
- , (=, 0,0
o) =4 T (z,y) # (0,0) |
0 , (z,9) = (0,0)
. .. Of of
calcule as derivadas parciais 92 (0,0) e En (0,0).
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. Dada a funcao real f definida por

3$2y2
——  se (z, 0,0
Hog) =1 T (z,y) # (0,0) ’
0 se (z,y) = (0,0)
calcule o valor das derivadas parciais e na origem.
oxr Oy
. Considere a fung¢ao
Ly
I e B 7ty
4 , T ==y
Calcule o valor das derivadas parciais o1 (=2,-2) e o1 (—2,-2).
ox oy
: of
. Determine o valor de s (0,0) sendo
223 + 3y*
—_— , (@ 0,0
fog) =1 284 (z,y) # (0,0)
1 , (z,9) = (0,0)

. Seja f : R? — R a funcao real definida por

o) = exp(zy)  se (z,y) # (0,0)
TN 3 se (@) = (0,0)

Defina as fungoes derivadas parciais 8—(30, y) e g(m, Y).

Ox oy
. Seja f a funcio real definida por f(z,y) = 2%y — 3y.

(a) Determine a expressao geral do diferencial de f.

(b) Calcule no ponto (4, 3) o acréscimo Af e o diferencial df, para os
acréscimos —0.01 e 0.02 das varidveis x e y, respectivamente.

(c) Determine um valor aproximado da imagem f(1.03,1.99) sem
aplicar directamente neste ponto a expressao que define a funcéo

f.
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9

10

11

12

13

. Calcule as derivadas parciais de 1% ordem das seguintes fungoes:

4 4

_r -y
() fl.y) ="

(b) fz,y) = /exp (x — by?) — 1>

+ «
Y

(¢) f(z,y) =Insin z

. Dada a funcao definida por z (z,y) = zy tan y,mostre que x
x

0z 0z

. Seja f a fungao definida por
TV s (@) 0.0
flay)=q 24 +y° Y 7
0 se (z,y) #(0,0)
Determine a derivada parcial 7 (z,y).
. Dada a funcao
2(E2 _ y3
9 | o9 xz, 07 0
fog) =1 1 (z,y) # (0,0) ’
0 ;o (z,9) = (0,0)

determine a derivada parcial % (x,y).
. Calcular os diferenciais totais das seguintes fungoes:
(a) f(z,y) = y2ln§ parax=y=2,dr=04edy=-0.3
(b) f(z,y) = zsin (az) — y cos (by)

Y
— Intan 2
(c) = an
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(d) z=a24+y2 -2z +4yparaz =3,y = 1,dz = 0.1 e dy = —0.2
(e) z = zyexp(z —2y)
(f) z =sin? (x) + cos? (y)
14. Dada a funcao
f(z,y) = a¥ +10? (ay),

calcule o diferencial de primeira ordem desta func¢do no ponto (1,1),
para dx = 0.01 e dy = —0.2. Interprete teoricamente o resultado obtido.

15. Considere a func¢ao

flay) =4 Va5 (z,y) # (0,0)
0 , (w,y) =(0,0)

Determine df e A f no ponto (1,2) com dx = —0.1 e dy = 0.01.

16. Seja f a funcao
f(z,y) = V/z +1ny.

Calcule um valor aproximado de f(32.1,1.2).

4 Diferencialidade

e Sejam f : Dy C R? — R uma funcao real de duas varidveis reais e
(a,b) € R? um ponto interior a Ds. A fungdo f diz-se diferencidvel
no ponto (a,b) se e sé se existem e sdo de valor finito as derivadas

parciais % (a,b) e g—‘;; (a,b) e ainda
Fy)— | F @b+ @) 9 @)+ )5 an)
lim J = 0.
(z.9)—(ab) 1(z,y) — (a,b)]

O limite anterior significa que a expressao

fab)+@-a)-Z @b +u-b- 5 @b

é uma boa aproximagao de f (z,y) para pontos (z,y) préximos de

(a,b).
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e Por outro lado,

of

of
'%(avb)"i_(y_b)'a_y(avb)

z= f(a,b)+ (x — a)

é a equagao do plano que passa no ponto (a,b, f (a,b)) e que tem
—_ (Of of
= (L (a,0), 2L (a,0), -1
n <8m (a7 ) ) ay (a7 ) )

como vector director. Assim, a diferenciabilidade de f no ponto (a,b)
traduz-se geometricamente na existéncia de um plano, designado por
plano tangente ao grafico de f no ponto (a,b, f (a,b)), que é uma
boa aproximagao da superficie definida por z = f (z,y) (a superficie
do gréfico da func¢do f) numa vizinhanga do ponto (a,b, f (a,b)). O
vector 7 é designado por vector normal ao plano tangente.

e A recta normal ao plano tangente no ponto (a,b, f (a,b)) designa-se
por recta normal ao gréfico de f no ponto (a,b, f (a,b)). Tem
como vector director o vector normal 7.

e Considerando as mudangas de varidvel t—a = h e y—b = k, a condigao
para diferenciabilidade de f no ponto (a,b)

0 0
Fe) — f@b) (-0 (@)~ -5 2 ()
I Ox Jy _
im =0
(z,y)—(a,b) \/(x 0?4+ (y—b)?
traduz-se em
flathban) - 1@ -G @y k-G @
000 V2 + k2 -0
Como tal, f é diferencidvel no ponto (a,b) se e sé se
. e(h,k)
hﬂ%ﬁ?ﬂo N E>E (1)
em que
_ _ N
€(h,k’)—f(a+h,b+k) f(aab) h 8$(a’b) k ay(aab)
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ou seja,

flathba )= f (o) =he 5 (@) +h- 5 @) +e(h).
Na prética, para estudar a diferenciabilidade de f num ponto (a,b),
obtem-se ¢ (h, k) a partir da igualdade (2) e averigua-se se o limite em
(1) é nulo.

A existéncia de derivadas parciais de primeira ordem de f num ponto
(a,b) interior a Dy garante a existéncia de duas rectas tangentes ao
gréfico de f no ponto (a,b, f (a,b)), paralelas aos planos coordenados
20z e yOz. No entanto, tal nao é suficiente (embora necessério) para
garantir a existéncia de um plano tangente ao grédfico de f no ponto
(a,b, f (a,b)). Para tal é necessdrio que f seja diferencidvel em (a,b).

Qualquer funcdo polinomial é uma funcao diferencidvel, independen-
temente do nimero de varidveis.

Sejam f : Dy CR?* - R, g: Dy CR? = Ree (a,b) € Int(Ds) N
Int(Dy). Se f e g sao diferencidveis no ponto (a,b) entao sao diferen-
cidveis nesse ponto as fungoes: f+g, f —g, f X g, k- f (para k € R)

e g se g (z,y) # 0 para todo o (x,y) € D,.

A anélise do limite (igual a 0) que ¢é exigido para a diferenciabilidade
num ponto, conduz a proposicao seguinte.

PROPOSICAO: Sejam f : Dy C R? — R e (a,b) € R? um ponto
interior de Dy. Se a fungdo f é diferencidvel no ponto (a,b) entao a
aproximagao

of

(a,b) + k- == (a,b)

of
he 2L 5

fla+h,b+k)— f(a,b) =~ pe

é vélida no cédlculo de valores aproximados da fun¢ao f em torno de
(a,b).
Assim, é possivel calcular valores aproximados das imagens por f em
pontos (a + h,b+ k) préximos de (a,b) a partir da imagem f (a,b) e
das derivadas parciais de primeira ordem de f no ponto (a,b),

of of

f(a—i-h,b—i-k)%f(a,b)—i-h-%(a,b)—i-k-8—y(a,b).
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Em concreto, se a fungao f é diferencidvel no ponto (a,b), define-se o
diferencial de primeira ordem (ou simplesmente diferencial) de
f no ponto (a,b) para os acréscimos h e k das varidveis = e y,
que se denota por df (a,b), como sendo
0 0
o f

df (a,b) = g (a,b)—i—k-a—y(a,b).

E usual a notagdo dx e dy (em vez de h e de k, respectivamente) para
os acréscimos das varidveis x e y na expressao do diferencial de f num
ponto (a,b), ou seja, é usual considerar

s, 0
df(a,b):dm-a—i(a,b)—i-dy-a—g(a,b).

Sejam f : Dy C R? — R uma funcdo real de duas varidveis reais e
(a,b) € R? um ponto interior a Dy. A diferenga

fla+dz,b+dy) — f(a,b)

designa-se por acréscimo da funcao f no ponto (a,b) relativo aos
acréscimos dz e dy das varidveis x e y, respectivamente, e denota-se
por Af.

Conclui-se da Proposicao acima que o diferencial de primeira ordem
de f no ponto (a,b) é uma boa aproximagao do acréscimo da func¢ao
f no ponto (a,b) relativo aos acréscimos dx e dy das varidveis = e y,
respectivamente,

Af(a,b) = fla+dz,b+dy)— f(ab)

of
dm-%(a,b)ery-

of
dy

Q

(a,b) =df (a,b).

Esta aproximacao deve entender-se do seguinte modo: se dx e dy forem
acréscimos relativamente pequenos quando comparados com a e b, en-
tao df (a,b) é uma boa aproximagao de Af (a,b). Assim, o diferencial
de primeira ordem de f no ponto (a,b) permite obter valores proxima-
dos das imagens por f em pontos (a + dz, b+ dz) préximos de (a, b),

fla+dz,b+dy) = f (a,b) + df (a,b) |
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e Sejam f : Dy C R? — R uma funcdo real de duas varidveis reais e
(a,b) € R? um ponto interior a Df. Se a fungao f ¢ diferencidvel no
ponto (a,b) entdo f é continua nesse ponto.

Temos
Diferenciabilidade em (a,b) == Continuidade em (a,b).

A implicagao inversa nao é vilida: existem funcgoes continuas num
ponto sem que sejam diferencidveis nesse ponto (a diferenciabilidade
é "mais exigente" que a continuidade). No entanto, se é conhecido
que determinada fun¢do nao é continua num ponto (a,b) entdao estéd
garantido que ela também nao é diferencidvel nesse ponto,

Descontinuidade em (a,b) == Nao-diferenciabilidade em (a,b)
(pela negagao da implicagao, (D = C) < (~ C = ~ D)).

e A existéncia de derivadas parciais de primeira ordem de f num ponto
(a,b) interior a Dy de valor finito sdo condigao necessdria para a difer-
enciabilidade de f em (a,b). No entanto, a existéncia de derivadas
parciais de primeira ordem de f num ponto (a,b) interior a Dy de
valor finito ndo garante, sé por si, a diferenciabilidade de f em (a,b).
Note-se ainda que existéncia de tais derivadas parciais de valor finito
nem sequer garante a continuidade de f em (a,b).

Condicgao suficiente de diferenciabilidade. Sejam f : Dy C R? —
R uma funcdo real de duas varidveis reais e (a,b) € R? um ponto
interior a Dy. Se existem e sao de valor finito as derivadas parciais de
0
primeira ordem de f no ponto (a,b) e se uma das fungdes 8_f (z,y)
x
0
e 5 (z,y) é continua numa bola aberta de centro (a,b) entdo f é
Y

diferencidvel no ponto (a,b).

PROPOSICAO: Sejam f : Dy C R? — R uma funcdo real de duas
varidveis reais e (a,b) € R? um ponto interior a Dy. Se a fungdo f
é diferenciével no ponto (a,b) entdo as derivadas parciais de primeira
ordem de f no ponto (a, b) sao finitas. Além disso, as fungoes derivadas

. - of < .
parciais de primeira ordem . (z,y) e 0 (x,y) sdo continuas no ponto
x Y
(a,b).
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4.1 Exercicios Propostos

1. Considere a seguinte funcao:

Y (g 0,0
o) = s (z,y) #(0,0)
0 , (z,9) =1(0,0)

Verifique se a funcao f é diferencidvel na origem.

2. Dada a fungao f definida por

22 sin (y) + y?sinx

2
5 sey # —x
fla,y) = Ay :

1 sey = —a?

of

0
determine o valor das derivadas parciais 8_£(0’ 0) e 8_y(0’ 0) e estude
a diferenciabilidade de f em (0,0).

3. Seja f : R? — R a funcio real definida por

3_ .3
f( ) % se (Iﬁ,y) 7£ (070)
T,Y) =
a se (2,y) = (0,0)

(a) Considerando a = 0, determine as derivadas parciais de 1% ordem
de f na origem.

(b) Estude a diferenciabilidade de f na origem.
(c) Para o = 0, defina as derivadas parciais de 1% ordem da fungao

f.

4. Considere a func¢ao

295 + x%y>

a0 @y 700
R v =B

1 , (z,9) =(0,0)

(a) Estude a continuidade da fungao f no ponto (0,0)
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(b) Com base no resultado da alinea a) que pode concluir quanto a
diferencialidade da fungao f em (0,0)7 Justifique.
5. Seja f : R? — R a funcao real definida por

sin (a3 3
V) ) £ (0,0

fla,y) = vy
2 se (z,y) = (0,0)
(a) Calcule as derivadas parciais %(0,0) e Z—ch(l, 0).

(b) Estude a diferenciabilidade da fungao f na origem.

6. Seja f a funcao definida por
x

flay =4 Y1
0

, y#E1

;o y=1
Mostre que a func¢ao f nao é diferencidvel no ponto (2,1).

7. Considere a funcio f : R? — R definida por

2,2

Ty
z,y) =0+ 5",
flz,y) =8 2+

com § € R.

(a) Indique o dominio da fungao f.

(b) Mostre que f (z,y) é prolongavel por continuidade na origem e
determine o valor a atribuir & imagem de (0,0) na funcdo pro-
longamento.

(c) Estude, no ponto (0,0), a diferencialidade da funcdo prolonga-
mento definida na alinea anterior. (Nota: se ndo respondeu a
alinea anterior, considere f(0,0) =3 =1).

8. Considere a funcio real f : R? — R definida por

zy" + py
fog) = 12 se (z,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)

onde n é um nimero natural e p um nidmero real.
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(a) Calcule a derivada parcial %(0, 0).

(b) Estude a diferenciabilidade da fungao f na origem.

5 Regra de Derivacao da Fungao Composta

e Sejam f: Dy CR" - R™e g: Dy, CR™ — RP fungoes vectoriais tais
que f (Dy) C Dy (portanto a funcao composta go f estd bem definida)

e (ai1,...,a,) um ponto interior a Ds. Se f é diferencidvel no ponto
(a1,...,ay) e g é diferencidvel em f (a1,...,a,) € Int(f (Dy)) entao
a funcado composta g o f também ¢é diferencidvel em (ay,...,a,) e é

valida a regra da cadeia (ou regra da fungao composta) que se
traduz pela seguinte igualdade entre matrizes Jacobianas (definigdo no
Capitulo 11)

J(gof)(ar,...,an) =Jg(f(a1,...,ay)) If(a1,...,an)|

matriz pxn matriz pxm matriz mxn

CASO PARTICULAR:Se f : Dy CR — R? ¢ uma funcio vectorial
de varigvel real diferencidvel em a e g : D, C R? — R é uma fungéo real
de duas varidveis reais diferencidvel em (b, c) = f(a) = (f1(a), f2(a)),
entao a fungéo composta F' definida por

F@)=g(fi(#), f2(t) =g (u,v)

(representamos os argumentos fi (t) e fa (t) por u e v, respectivamente)
é diferencidvel em a e a sua derivada (total) é

o
/ dF Jg dg ﬁ(a)
Pl = @=12.09 3091, o,
ﬁ(cw 2x1
0 0 0 0
= P00 D)+ D) )
0 0 0 0
= 50,05 (@) + 5 () 5 (@)

CASO PARTICULAR: Se f: Dy C R? — R? ¢ uma funcio vecto-
rial de varidvel real diferencidvel em (a,b) e g : D, C R? — R ¢ uma
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5.1

fungao real de duas varidveis reais diferencidvel em (c,d) = f (a,b) =
(f1(a,b), f2(a,b)), entdo a funcdo composta F' definida por

F(z,y) =g (fi(z,y), f2(x,y)) = g (u,v)

(representamos os argumentos f1 (z,y) e f2 (z,y) por u e v, respecti-
vamente) é diferencidvel em (a,b) e é vdlida a igualdade matricial

oh N
oF OF [ a9 oy or Oy
[396 5y}1x2_[% %]DQ. ofy 0fs |
9y Ly

sendo as derivadas parciais da primeira e da terceira matrizes cal-
culadas no ponto (a,b) e as da segunda matriz calculadas no ponto

(¢,d) = f(a,b) = (f1(a,b), f2(a,b)). Portanto,

g_i(a,b) = %(c,d)-%(a,b)+%(0,d)‘%(avb)
_ %(c,d)-%(a,b)+%(o,d)-%(aab)
e
%—z(a,b) = %(c,d)-%—{j(a,b)+%(0,d)'%_f(avb)
= %(c,d)-g—Z(a,b)—i—%(C,d)'g—;](a’b)-

Para cada fungao F' que resulte da composicao de outras fungoes é con-
veniente a construcao de um esquema em "drvore” que ilustre todas
as dependéncias entre as fungoes envolvidas. A leitura desse esquema
permite a aplicagao correcta da regra da cadeia: considera-se a soma
das contribuicoes relativas a cada caminho e a cada um destes o pro-
duto de derivadas.

Exercicios Propostos

. Considere a fungdo composta

f(z,y) = tan (z* +y°)

em que z = t2 — 3t e y = Int. Determine a expressio da derivada

(total) f'(t).
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. Use a regra da cadeia para calcular g e g sendo

oxr Oy

1— /2% +y?
— (22 4 42 '
f= y)l—i-\/x?—i-yQ

. Considere f (x,y) = Ax? +2Bxy + cy?, com z = uv, y = In (u) — \/v,
u=s*ev=s+1. Obtenha a derivada f/(s).

. Mostre que a fungao F' (z,y, z) = f (x — y,y — 2,z — x) verifica a equagao

OF OF OF
% (xvyvz) + a_y (IE,y,Z) + 5 (IE,y,Z) =0

qualquer que seja a funcao f.

. Use a regra da cadeia para calcular ﬁ e ﬁ sendo

or 0Oy

f=1In <er2 + 22y + \/1 + (zy? + x2y)2) .

. Sendo z = f(u,v) com u = 2% — y* e v = exp(zy), determine a

z z
expressao de cada uma das derivadas parciais — (z,y) e E» (z,y).
€T Y

0

. Demonstre que para a fungao z = y f (:r2 — y2) se tem

10z 10z z(z,y)
a ) + - ) = .
(@y)+o5, @y =—/

z O

. Dada a funcéo
Y
z(x,y) =a“ (—) ,
(z,y) =% (=
. - Z
com « constante, determine a expressao de — (z,v) .

Jy

. Sendo
Uz,y,z) =x —sin(y) + 2z

comzx =2v+t y=Inv, 2z =1t" t =secw e v = sec (w2), deter-

mine a expressao da derivada (total) T (w) (Nota: indique apenas
w

os calculos).
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10. Seja
z(x,y) = tan (:r2 + y2)
com z = t? — 3t e y = Int. Determine a expressio da derivada (total)
dz

7 (Nota: indique apenas os célculos).

11. Para V (z,vy,2) = zyh (g, E) , mostre que
x’ z

19)% oV oV
x%(xvyv Z) +y8_y($’y’ Z) + Za(xvya Z) =3V.

6 Derivada Direccional e Dirigida

e Sejam f : Dy C R? — R uma funcio real de duas varidveis reais,
(a,b) um ponto de R? interior a Dy e ¥ = (v1,v2) um vector nao-nulo
de R%2. A derivada direccional de f no ponto (a,b) segundo o
vector v = (v, vs), que se denota por f(’vhw) (a,b) (ou f~ (a,b) ) &
definida pelo limite (em R)

f((a;b) +h-(v1,v2)) — f(a,b)

f(/'Uly'U2) (a, b) = lim

h—0 h
~ lim f(a+ hvi, b+ hvy) —f(a,b).
h—0 h

: —
Quando se considera o versor de v,

vers (V) = i -7:;-(1)1,1)2)
12l [(v1, v2)]|

1 (Q) v ) V1 (%)
= T \V1,02) = ) )
Vi + Vol vs o+ o
temos o caso particular de derivada dirigida.

e Se ¥ = ¢ = (1,0), o primeiro vector da base canénica B = {e7, ez}
de R?, tem-se

fl(a.b) = f{ (a,b) = lim f((a,b) +h- (;,0)) — f(a,b)

h—0
_ : f(a+hab)7f(avb)_ﬁ
B I%li% h _&r(a’b)’
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que mede a taxa de variagdo de f no ponto (a,b) na direcgao e sentido
do eixo dos zx (por unidade de comprimento visto que o vector v =
e1 = (1,0) é unitario). Analogamente, se ¥ = e3 = (0,1), o segundo
vector dessa base, tem-se

f((a,b) +h-(0,1)) — f(a,b)

fé—g (a,b) = f(/O,l) (a,b) = lim

h—0 h
_ : f(aab+h)7f(avb)_ﬁ
B I%li% h _8y(a’b)’

que mede a taxa de varia¢do de f no ponto (a,b) na direcgao e sentido
do eixo dos yy (por unidade de comprimento visto que o vector v =
e = (0,1) ¢ unitério).

Enquanto pelas derivadas parciais de primeira ordem

0 0
Lab o Fan

se faz, respectivamente, variar £ mantendo y como constante e vice-
versa, através da derivada direccional é possivel considerar ambas as
varidveis x e y a variar simultaneamente.

Se a funcdo f é diferencidvel no ponto (a,b), e ndo é definida por
imposi¢ao nesse ponto, entao

— of af
f(/m,vz) (CL, b) = (1)1,’1)2)| gradf (CL, b) =1 _{E (a’v b) +v2 - a_y (CL, b) )
A

0
para todo o vector ¥ = (vy,v2) = vy - (1,0) + v2 - (0,1). formula

anterior pode reescrever-se como

P (@,0) = flyy 1y (@:0) = (1,02 - ||grad F (a,) | - cos

em que 0 é o menor angulo entre os vectores

—

grad f (a,b) # 0 e U= (v1,v2) # 0
(também valida em R3).

Quando || V|| = ||[(v1,v2)]| = 1 tem-se apenas

(v1,02)

fL (a,b) = f! @@:%&ﬁm@wmw.

. N
Neste caso, e considerando grad f (a,b) # 0, a derivada dirigida

f% (a,0) :
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4. e, e —

— éigual a 0 quando o vector grad f (a,b) e o vector unitdrio v =
(v1,v2) s@o ortogonais, pois neste caso cosf) = 0 (visto que 6§ =
90° = /2 rad);

—_—
— atinge o valor mdximo igual a H grad f (a, b)
—_—
grad f (a,)||

P25 (@,0) = flyy 1) (0,5) = |

— 4 L ss
quando v = (v1,v2) é o vector unitdrio paralelo e com o mesmo
—
sentido do vector grad f (a, b),

grad f (a,b)
|rad 7 (a.0)||

pois 1 é o valor maximo de cosf e é obtido quando que 6 = 0°
(0 =0 rad);

_
— atinge o valor minimo igual a — H grad f (a, b)
—_
J5 (a,0) = £, ) (@:0) = = ngadf (a, b)H :

? = (1)1,1)2) =

quando ¥ = (v1,v2) é o vector unitdrio paralelo e com sentido
—
oposto ao vector grad f (a,b),

grad f (a,b)

v = (v1,v2) = —m—= ,
‘ grad f (a, b)H

pois —1 é o valor minimo de cos @ e é obtido quando que 6 = 180°
(0 =7 rad).

Como tal, a taxa de variagao de f no ponto (a,b) é maxima (respec-
tivamente, minima) na direcgdo e sentido do vector unitédrio (tinico)

v = (v1,v2) que tenha a mesma direccdo e o mesmo sentido do (re-
spectivamente, sentido oposto ao) vector gran (a,b).

EXEMPLO: Suponha que uma certa funcao f: Dy C R? — R tem
num certo ponto (a,b) o vector gradiente (3,4), gra—df (a,b) = (3,4).
O vector unitdrio v = (v1,v2) com a mesma direc¢io e sentido do

vector gradiente (3,4) é

T = () = (3.5
v =(U1,02)= 55 )’
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pois [|(3,4)|] = V32 +42 = /25 = 5. Como tal, a taxa de variacdo
méxima de f no ponto (a,b) é 5, dada pela derivada dirigida

/ _ 3 4 3 4
f(3/5,4/5) (a;0) = <g, 5 (3,4) = = .34+ = 4
9 16 -
= g+€—5—“gradf(a,b)u.

. — . ~ .
O vector unitdrio v’ = (v}, v4) com a mesma direcgao e sentido oposto
ao vector gradiente (3,4) é

3 4 3 4
v = (v, v5) = — (v1,v2) = — <575> — <_5’_5> .

Como tal, a taxa de variagdo minima de f no ponto (a,b) é —5, dada
pela derivada dirigida

Hoamam @t = (-5-3)[eo=(-3) 5+ (-3) 4

= f———:—5:—‘gra—df>(a,b)H.

Considere f : Dy C R? — R uma funcao real de duas varidveis reais.
P . A —

Se é conhecido o angulo o que um vector v = (v, v2) de R? faz com

a parte positiva do eixo dos xx entao sao vélidas as relagoes

(3 . V2
cosa=-—- e sina=-—-.
V]| V]

Como tal, é possivel estabelecer a proposi¢ao seguinte:
PROPOSICAO: Sejam f : Dy C R? — R, (a,b) um ponto de R?
interior a Dy e v = (v1,v2) um vector ndo-nulo de R?. Suponha
ainda que a funcao f é diferencidvel no ponto (a,b) e nao é definida
por imposicao nesse ponto. Se « é o angulo que o vector v faz com
a parte positiva do eixo dos xx entdo a derivada direccional fZ, (a,b)
pode ser calculada por

B - Y, -
11 @5) = {0 (@) = cosa | T 5L (a,0) +sina - | 7)) - 2 (a,0) |

Se ¥ = (vi,v2) é o caso particular de um vector unitdrio entdo a
derivada dirigida fZ, (a,b) pode ser calculada por

fL (a,b) = f(’vl’vz) (a,b) = cosa - % (a,b) +sina - g—z (a,b) |.
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6.1

1.

Exercicios Propostos

Considere a funcdo f definida por f(z,y) = sin (zy) + zy? + 3.

(a) Determine a derivada direccional de f no ponto (0,0) segundo o
vector v = (1,—1);

(b) Calcule a derivada dirigida no mesmo ponto segundo a mesma
direcgao e sentido.

. Dada a fungdo f definida por f(x,y) = sin(zy) + 232, calcule a

derivada direccional de f no ponto (0, 0) segundo a direcgao do vector
—
v =(1,2).

Considere a fungao f definida por
flx,y) = mysinz.
Yy

(a) Determine o vector gradiente de f no ponto (0,1);

(b) Determine a derivada dirigida de f no ponto (0,1) segundo o
vector v = (v/3/2,1/2).

Considere a fungao

T 0 @ #£00
flz,y) =
0 ) (:E,y) = (070)

Calcule a derivada direccional de f no ponto (0,0) segundo a direccao
do vector W = (a,b), com a # 0.

Determinar a derivada dirigida da funcéo f(z,y) = yexpx no ponto
(0,3) na direcgao que faz os seguintes angulos com a parte positiva do
eixo Oz :

(a) 30°
(b) 120°

Calcule a derivada dirigida da funcdo z = 522 — 3z — y — 1 no ponto
P (2,1) segundo a direcgdo da recta que une o ponto P ao ponto

Q(5,5).
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7. Calcular a derivada dirigida da funcio f(z,y) = 22 + 32

(a) nos pontos (z,y) da semi-rectay = z, com z > 0 ey > 0, segundo
a direccao desta semi-recta;

(b) na direcgdo do raio e na direc¢ao da recta tangente & circunfe-

réncia de equacao z2 + y? = r2.

8. Determine o vector gradiente das seguintes fungoes:

(a) f(z,y) =y’In{ paraz =y =2

(b) f(z,y) = 22?2 — 3zy + y? + 4z — 3y no ponto (z,y) em que as
derivadas parciais de 1% ordem sao nulas.

9. Dada a funcéo f(x,y) = exp(x) + exp(y), calcule a derivada dirigida
da fungao f no ponto (1,0) na direc¢do em que é méxima.

10. Considere a funcio f : R? — R definida por f(z,y) = ysin? (z) + z2y.

(a) Determine o vector v para o qual a derivada dirigida da funcdo
f ¢ dada pela expressao fL(z,y) = sin® (z) + 2?;

(b) Verifique que a fungdo g : R — R dada por g(x) = sin? (z) + 22 &
de classe C'*° e mostre que

d°g (5) :
%(l') = ¢\ (z) = 16sin(2z).

11. Seja a funcio f : R? — R definida por f(z,y) = zsin? (y) + zy?.
Diga, justificando, em que direccio @ é que a derivada dirigida da

funcéo é dada pela expressao

fo (2, y) = sin? (y) + 92

7 Funcao Homogénea

e Seja a um nimero racional (o € Q). Uma fungao f : R” — R diz-se
homogénea de grau « se e s6 se verifica a igualdade

ft-z,t-xo,... it xy) =t f(x1,20,...,24) .
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e Prova-se ainda que se f é homogénea de grau « entao todas as suas
derivadas parciais de primeira ordem sao homogéneas de grau o — 1.

e Qualquer funcdo homogénea de grau « verifica a Identidade de

Euler of of
x'%—i‘y'a—y:a'f(%y)-

7.1 Exercicios Propostos
1. Mostre que as seguintes funcoes sao homogéneas. Determine o grau

de homogeneidade e verifique ainda a Identidade de Euler:

(z+y)°
zy
+y

(a) f(z,y) =1In

(b) f(x,y,z) =sin z

(c) fla,y) = Va%y

(d) f(xvyv Z) = y%

23 3\ /2
© fo) = (52
() fa.9) ===

2. Considere a fungio f : R? — R definida por f(x,y) = y? (Inz — Iny).
Averigte se a funcao f é homogénea e, no caso afirmativo, verifique a
Identidade de Euler.

3. Considere a funcdo homogénea f(z,y) = Ax®yP.

(a) Verifique que

P gt = (@ 6)- foy).

O que conclui? Justifique a sua resposta.

0
(b) Mostre, por definigdo, que a funcao O_f (z,y) é homogénea de
x
grau o+ 3 — 1.
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4. Seja f a funcao

fzy) = (3&070‘ + 5y70‘)71/6.

(a) Determine o valor do parametro real « para o qual a fungao f é
homogénea de grau 1/2.

(b) Verifique a Identidade de Euler considerando o valor de a obtido
na alinea a).

5. Considere a func¢ao

_ T 2
f(l’,y)—ﬁ+$ Y+
sendo a e b pardmetros reais.

(a) Calcule os valores de a e de b de modo que a fungao f seja ho-
mogénea.

(b) Para os valores de a e b obtidos na alinea a), qual o grau de
homogeneidade da funcao f7

6. Considere a funcao f: R?\ {(0,0)} — R definida por

f(@,y) = exp <§> , <y;x>

onde g : R — R é uma funcio de classe C*.

(a) Averigie se a fungao f é homogénea.

(b) Calcule a derivada dirigida de f no ponto (1,1) segundo o vector
v = (V2/2,V2/2).

(¢) Admitindo que ¢'(0) = 1, determine o vector gradiente de f no
ponto (1,1).

7. Sendo Y oz
g(l‘ay) = xnf <_a _> 3
x’x
em que f é uma fungao diferencidvel no seu dominio, mostre que

99 99 99 _
fﬂax(m,y) +y8y(fc,y) +28Z(w,y) =n-g(z,y)
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8.

10.

11.

12.

(a) aplicando a Identidade de Euler

(b) pela regra de derivagao da funcdo composta.
Seja f a funcao

z? + x%yP

T2V L posin s,
y,B+:L"7

f(l',y) =

(a) Determine os valores dos parametros reais «, § e 7 de modo que
a funcao seja homogénea, indicando o respectivo grau.

(b) Verifique, para os valores paramétricos obtidos na alinea a), a
Identidade de Euler.

Estude a homogeneidade da funcao

g(w,y,2) = a® +ay" 7% — PP

em funcao dos pardmetros reais a e 3:

(a) recorrendo directamente & definigao;
(b) utilizando a Identidade de Euler.

Considere a fungao

2
h(z,y) = y;c_a + 52032 + %

Indique para que valores de a e 3 a fungao h é homogénea.
Considere a fungao

2, o -1
iy + 7
f(%y):ygi_g

Determine os valores de «a,5 e v de modo que a funcao f seja ho-
mogénea de grau 1.

A funcdo z(z,y) = 22%g <£, E) verifica a equacao
Ty

0z 0z
sva(w,y) + ya—y(sv,y) = 2z(z,y).

Como interpreta esta igualdade em termos de homogeneidade?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Seja f(x,y) uma fungdo homogénea do 2° grau. Considere ainda a
fungao g(z,y) = = f(z,y).

(a) Qual o grau de homogeneidade da fungao g?

b) Mostre que as derivadas parciais ¢/, e g/, sao fungoes homogéneas
& Jy
do 2° grau.

(c) Mostre que a fungao g verifica a Identidade de Euler.

Prove que toda a funcao do tipo

Z(w,y)=f<§>

¢ homogénea de grau 0. Verifique a Identidade de Euler para essas
funcoes.

Considere a funcio f(x,y) = 22 + 4ay + 4y?

(a) Prove que a fungdo f é homogénea e indique o grau de homo-
geneidade;

(b) Verifique a Identidade de Euler para a funcao f.

Sem calcular as derivadas parciais, prove que

wg—;(%y) = —yg—‘;(%y)

sabendo que f (z,y) = In Ye supondo que esta fungao é diferencidvel.
T

Considere as fungoes

_ Tty _
f($’y)_$2+y2 e g(l',y) xy

Mostre que f e g sdo fungdes homogéneas e verifique os teoremas que
conhece sobre fungoes homogéneas.

Para
fz,y) = 2"y TF +ya,

utilize a Identidade de Euler para determinar £ de modo que a func¢ao
f seja homogénea. Determine ainda o seu grau de homogeneidade.
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19. Sendo -
@ -

f(xvy) = +:‘Cy3+y_v
Y T

calcule a e b de modo a que a funcao seja homogénea. Indique ainda
o respectivo grau de homogeneidade.

20. Considere a funcio f(z,y) = (5z* 4 2y)2.

(a) Determine para que valores de k esta fun¢ao é homogénea e qual
o seu grau de homogeneidade.

(b) Para o valor de k obtido na alinea a), prove a Identidade de Euler
para a funcao f, verificando também que as derivadas parciais de
1% ordem da funcgao sao fungoes homogéneas.

21. Dada a funcao
z(z,y) = 22°In (al/zz) —6y°In (bl/y3) ,

(a) verifique se a fungdo é homogénea e, em caso afirmativo, diga
qual o grau de homogeneidade;

(b) interprete o significado do grau de homogeneidade de uma fungao,
utilizando o resultado da alinea anterior.

22. A funcdo z(z,y,t) = > f (%, %) verifica a igualdade

0 0 0
25 05 0) U (0 ,0) + 15 (1) = 32(0,,1).
Como interpreta esta igualdade em termos de homogeneidade?
23. Considere a fungao z(z,y) = az"y".

(a) Demonstre que a fungao verifica a igualdade

0z 0z
w@(w, y) + ya—y(m, y) = (u+v)z(z,y).

(b) Como interpreta a igualdade anterior? Justifique, efectuando os
cédlculos necessdrios.
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24.

25.

26.

27.

28.

Considere a seguinte fungao

X

se z+y>0
r+vy 4
f(z,y) =
2 2
Tty se r+y<0
r+y

Determine o grau de homogeneidade de f, para x +y < 0.

Seja f a funcao

v/ x? +y2
3y? —x
flz,y) =

0 se x=3y
Averigue se f é homogénea para {(m, y) ERZ:x £ 3y} Justifique.

Considere a fungao

o

T T

em que f é uma funcao homogénea de grau 1.

(a) Qual o grau de homogeneidade de z.

(b) Mostre que z verifica Identidade de Euler.

Considere a funcao

1/4 b
:L.a
fz,y,2) = 222 + <E> —i—y;.

(a) Determine o dominio de definigdo da funcao f;

(b) Determine os valores de a e de b que tornam f uma fungao ho-
mogénea e, considerando esses valores, verifique a Identidade de

Euler.

Sendo

flz,y) = 2"y + 22y

(k nimero inteiro), utilize a Identidade de Euler para determinar k de
modo que f seja homogénea e determine o seu grau de homogeneidade.
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29.

30.

31.

32.

33.

Considere a seguinte fungao de produgao
Y = AK°L'7,

com k > 0e L > 0. Trata-se da fungdo de Cobb-Douglas com dois
factores de producao, o capital K e o trabalho L.

(a) Determine o grau de homogeneidade da fun¢ao de Cobb-Douglas;
(b) Supondo « = 0.75,.verifique a Identidade de Euler;

Y
(¢) Prove que a produtividade marginal do capital, K é homogénea
de grau 0.

Sabendo que

T z
U(:‘Cay) = ynf <_a _> )
yy
em que f é uma fungao diferencidvel, aplique a Identidade de Euler
para mostrar que

ov ov ov
fff%(w, y) + ya—y(m, y) + Z&(w, y) = nv(z,y).

Sendo f uma funcgao diferencidvel e homogénea de grau 1, prove que

a funcao.
2 2
y — X
g(z,y) =xf <w—y, , )

verifica a seguinte igualdade x = 2¢(z, y). Comente o resultado obtido.

Seja F' a funcao

F(z,y,2) = (%)n + (%)x, Vn € N.

Verifique se a fungao F' é homogénea. Em caso afirmativo, determine
o seu grau de homogeneidade.

Seja z = f(u,v) uma funcio composta em que u = z3e v = 2%y.

Sabe-se que f(u,v) é uma funcio homogénea de grau 2 e de classe C2.
Considere ainda que

of o o1

S B=1 e ZL(E4=2
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(a) Calcule o valor de % (2,1) e de g—; (2,1).

(b) Determine f(8,4).

(¢) Qual o valor da derivada de z, no ponto (z,y) = (2,1) segundo a
direcgao do vector (—1,0)? Como se denomina esta derivada?

(Chapter head:)Derivadas e Diferenciais de Ordem Superior & Primeira

8 Derivadas Parciais de Ordem Superior

e Sejam f : Dy C R? — R uma fungao real de duas varidveis reais e
(a,b) € R? um ponto interior a D ¢. Admitamos que as duas derivadas
parciais de primeira ordem tém valor finito num ponto (a, b) . E possivel
averiguar a existéncia de derivadas parciais de segunda ordem de f em
(a,b). As derivadas parciais de segunda ordem (cujo cardinal serd 4 ou
inferior) resultam de derivar (mais uma vez) as duas derivadas parciais
de primeira ordem em relacao a cada uma das varidveis = e y.

Em concreto, definem-se as quatro derivadas parciais de segunda or-
dem de f no ponto (a,b) como as derivadas parciais de primeira ordem

da funcao ==, que sao
oz

of
82f ) ; ) 9 <%> ) i % (a+ h,b) — % (a,b)
@(av)_ zx(aa)_T(aa)_h% h
e
of 0 0
oy o(5) O (ab+m)— 2 (a,1)
(a,b) = f1, (a,b) = —=L (a,b) = lim 02 Oz
Oxdy Ty Oy ’ h—0 h
bem como da fungao ﬁ, a saber
Ay
0
: o(%) o ()~ (@
OT a8y = 17 (a,) = —22 (q,5) = 1im P 9y
Oyox yr A Ox ’ h—0 h
e
: o(5) 2 @b 1)~ 2 (o)
T () = 7 (ab) = —YL (4 ) = Jim 2 oy "
oy? Yy Oy ’ h—0 h
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As derivadas o f o

b b
sao designadas por derivadas mistas (cruzadas ou rectangulares)
de segunda ordem.

De modo andlogo, é possivel considerar sucessivamente derivadas par-
ciais de ordem superior por derivacao das derivadas parciais de ordem
imediatamente inferior. Existem 23 = 8 derivadas parciais de terceira
ordem, 2* = 16 derivadas parciais de quarta ordem e, genericamente,
2% derivadas parciais de ordem k.

Tal como para as derivadas parciais de primeira ordem deve-se, sempre
que permitido, recorrer as regras de derivacao usuais no cédlculo das
derivadas parciais de ordem superior.

Uma funcao f : Dy C R? — R diz-se de classe C*num conjunto
aberto A contido em Dy, com k € Ny, se admite derivadas parciais
continuas em todos os pontos de A até a ordem k (inclusive). Escreve-
se f € C*(A) ousimplesmente f € C*. Se f € C*(A) com k tdo grande
quanto se queira, f diz-se de classe C*> (A) e escreve-se f € C*°(A).

Em particular, dado um conjunto aberto A C Dy, f & de classe C°
em A se é continua nos pontos de A, f é de classe C! em A se é
continua e admite derivadas parciais de primeira ordem continuas nos
pontos de A, f é de classe C? em A se é continua e admite derivadas
parciais de primeira e de segunda ordem continuas nos pontos de A.
A funcdao f é de classe C? em A se as derivadas parciais de f de
primeira ordem forem de classe C'. Atendendo & condicio suficiente
de diferenciabilidade, se f ¢ de classe C'' numa bola aberta centrada
em (a,b) entao f é diferencidvel em (a,b).

Considere o seguinte teorema que garante a igualdade das derivadas
parciais mistas de segunda ordem sob certas condicoes.

Teorema de Schwartz. Sejam f: Dy CR? - Re (a,b) € R? um
ponto interior a Dy. Se existem e sao continuas as derivadas parciais
of g 0% f

— e

Ox’ Ox  Ox0y

em todos os pontos (x,y) de uma bola aberta centrada
2

f
0x0y

em (a,b) e a fungéo é continua no ponto (a,b) entdo também
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existe a derivada parcial

2

0°J (a,b) e

Oyox
0 f _O*f
8y8$ (CL, b) - 81‘8y ((l, b) .

Em particular, quando f é de classe C? ¢ vélido o Teorema de Schwartz.
Tomando condic¢oes andlogas as do teroema anterior, mantém-se valida
a igualdade de derivadas parciais mistas de ordem superior & segunda,
mesmo que seja distinta a sequéncia (ordem) de derivagao, mas desde
que seja preservado o nimero de vezes que se deriva em ordem a cada
uma das varidveis. Por exemplo, é vélida a relacao

Bf
Oy20x

__0f
-~ Oz0y?

__of
~ Oydxdy

(a,b) (a,b) (a,b)

entre derivadas mistas, para condicoes semelhantes as do teorema an-
terior. Mais geralmente, se f ¢ de classe C* entdo é indiferente a
sequéncia (ordem) de derivagao até a ordem k, apenas hd que atender

ao numero de vezes que se deriva em ordem a cada varidvel.

Teorema de Young (formulagao 1). Sejam f: Dy C R? —» R
uma funcio real de duas varidveis reais e (a,b) € R? um ponto interior

or , of

or Oy
em todos os pontos (x,y) de uma bola aberta centrada em (a, b) e sdo

diferencidveis em (a,b) entao é valida a igualdade

a Dy. Se existem as derivadas parciais de primeira ordem

0 f
0yox

_ 0
~ 0x0y

(a,b)

(a,b)|.

Teorema de Young (formulagao 2). Sejam f: Dy C R?> — R uma
fungdo real de duas varidveis reais e (a,b) € R? um ponto interior a

Dy. Se existem as derivadas parciais de segunda ordem

0 Pf
Ozxdy  Oyox

em todos os pontos (x,y) de uma bola aberta centrada em (a, b) e sdo
continuas em (a,b) entao é vélida a igualdade

0% f
0yox

_
-~ 0z0y

(a,b)

(a,b)|.
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8.1

Note-se que a diferenciabilidade das funcoes of e of no ponto (a, b)

Ooxr Oy
2
garante a existéncias das derivadas parciais de segunda ordem % (a,b)
0% f

b).

© 00y (a,b)
Exercicios Propostos
22 0%z

. Mostre que se z (z,y) = In(2? + y?) entdo @(x, y) + 3_112($’ y) = 0.

. Dada a funcdo g(z,y) = 2zy? +41n (4953) determine, pela definigao, a

2

expressao da derivada parcial de 2 ordem 8—g (z,y).
Y

0 0?
Calcule o valor das derivadas parciais 8—5(0, 0) e 8—;20 (0,0) sendo f a

funcao

TIE@ZY) () £ (0,0)

f(zy) = Tty
0 se  (z,y) = (0,0)
Para a funcio z (z,y) = y?exp (z) + 223> — 1, determine a expressio
83
das derivadas parciais de 3 ordem Wgy(m, y) e 8_:3;(:6’ Y).

Dada a fungéo ¢ (x,y) = [exp(x) + sin (z)] Iny, determine as derivadas
arciais @(l' ) e

g

Considere a funcao
se x # ty

0 se x ==y

2

2
Calcule o valor das derivadas parciais % (0,0) e Z—yJ; (0,0).
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7. Considere a funcdo real f : R? — R definida por

w2+y2 2 2
= 7 1 0,0
fo.) = I (22 1 47) se x° +y“ <1le(z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)
_of of o2 f 0% f
(a‘) Defina as fUI’lQOGS 8$($7y)7 ay (xay)a Gxﬁy(x’y) e 8yax(xay)

Investigue se sao vilidas as hipéteses do teorema de Schwartz.

(b) Estude a diferenciabilidade da fungao f na origem.

8. Considere a fungdo f : R? — R definida por f(z,y) = y? (Inz — Iny).
Tratando-se de uma funcao homogénea de grau 2, é védlida a Identidade

de Euler o7 of
i e 2f(z,y)
Mostre que:
2f f *f
3P f & f , OPf " > f
(b) x 8 3+3LL’ y8 20y +329? 20y a3y ﬁ =2(2-1)(2-2) f(x,y).
2202
9. Sendo h(z,y) = , prove que
0%h 0%h oh

— =2— .
vo (@ y) + Y ou0y (z,y) = 25 (2,y)
Interprete esta igualdade com base na Identidade de Euler.

10. Dada a funcao f (z,y) = (1 + )™ (1 +y)", calcule todas as derivadas
parciais de 2* ordem de f.

11. Considere a funcao f : R? — R definida por

x? arctan (E) — y2 arctan <£> se xy #0
T

0 sexy =0
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2 2

(a) Mostre que 0 (0,0) = —1 enquanto / (0,0) = 1.

0x0y Oyox
(b) Indique uma hipétese do Teorema de Schwartz que nao é verifi-
cada pela funcao f.

12. Considere a func¢ao F' definida por

(2% +9?) arctan% se  (x,y) # (0,y)
F(z,y) = i
SV se (z,y) = (0,y)

Calcule as segundas derivadas mistas de F' na origem. Que pode afir-
mar sobre a continuidade de Fy (z,y) na origem?

2
13. Determine s (0,0) sendo f a funcao

Ox?
2,,2
fay=] W= e © @900
0 se (:rvy) = (0,0)

14. Para a funcgao f definida por

2?yln(z—y) se y#ux
flz,y) =

0 se x=1y

2
calcule g—yj; (a,b) nos pontos (a,b) do conjunto {(z,y) € R?:y <z} e
0?f
0zdy

ainda (0,0).

15. Considere a funcio f(x,y) = x° + day + 4y L.
(a) Prove que f é homogénea, e discuta o seu grau de homogeneidade
em funcao de 6 e e.
(b) Para os valores determinados na alinea anterior, demonstre que

—f verifica a Identidade de Euler e comente o resultado.

ox
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16. Seja z(x,y) = az*y" . Prove a igualdade

0%z 0%z 0z
T52 (z,y) +y6x—8y (z,y) = (u+v— 1)% (z,y)

e comente o segundo membro tendo em conta a Identidade de Euler.

17. Seja f(z,y) uma funcio homogénea de classe C? tal que

0 f 0% f 0 f
7.2 @Y =2(@+y), 920y (z,y) =2z e 2 (z,y) = 2y.
Sabendo que % e Z—ch sao fungbes homogéneas de grau 1, determine

as suas expressoes analiticas.

9 Derivacao da Funcao Composta para Ordens Su-
periores

e Para a obtencdo das derivadas parciais (ou total) de segunda ordem
aplica-se a regra da cadeia a derivada parcial de primeira ordem conve-
niente (também neste caso um esquema em "drvore” para essa derivada
parcial (ou total) de primeira ordem é facilitador).

9.1 Exercicios Propostos

d2
1. Determine a expressao da derivada (total) d—t{ (t) sendo f a fungao

x
f(l',y) = ].H—,
Yy

em que x =sint e y = cost.

2. Dada a funcdo W (z) = (x +4)? com = = u? — v?, calcule as derivadas
parciais de 2% ordem

OW ), W) o W ()
gz " Buge Y a2 Y

3. Seja g uma fungado continua na origem e f(x,y) = zyg(z,y). Use a
definicao para calcular as derivadas parciais

of of *f 0> f
%(an)v 8_y($’ )a Ox(?y (an) € Oyax

(0,0).
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10.

. Considere a fungao f(z,y) = zg ( ) +h ( )

82
(a) Determine a expressao da derivada parcial de 2% ordem 8_£
Y

(b) Mostre que ¢é valida a igualdade

2 2
aé(w y)+2wyaag (z,y) =0.

Considere a fungdo f definida por
flz,y) = g +ayp (ax — by, x + ),

em que ¢ é uma funcio de classe C2. Determine as expressoes gerais

das derivadas parciais % (z,y), gg (z,y) e 88;81;/ (z,y).

92
Determine a expressao de Dz (z,y) sendo U = f(x,y,2) com z =
(@, y)-
Considere f(z,y) = 22y? em que © = sint e y = cost. Determine a
expressao da derivada (total) ;{ (t).

Seja a fungao W = F(u) com u = f(z)g(y). Mostre que

OW oy = ZW ()
0xdy Y -~ Oyox Y)-

Demonstre que a funcdo z = f [z + ¢ (y)] satisfaz a equagao

0z 0%z 0z 0%z

Dada a funcéo H (z,y) = f (ax + by) + g (ax — by), determine o quo-
ciente

O°H

oz & v)

0*H

5,2 (@)

Q=

Sugestao: Considere H = f(t) + g(w) em que t = ax + by e w =
ax — by.
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11. Sejam g e h funcdes de classe C? e ¢ uma constante real nao nula.
Prove que a fungao f(z,t) = g(x +ct) + h(x — ct) é uma solucao da
equacao (equagao de ondas unidimensional)

i

Of (z,1t) o2 (z,t) =0.

o2
10 Diferenciais de Ordem Superior

e Sejam f : Dy C R? — R uma fungao real de duas varidveis reais e
(a,b) € R? um ponto interior a Df. Se f ¢ de classe C?, define-se
o diferencial de segunda ordem (ou segundo diferencial) de f
no ponto (a,b) para os acréscimos dr e dy das varidveis x e y, que
se denota por d?f (a,b), como o diferencial do diferencial de primeira

ordem,
) - o (d)
d f (CL, b) - d[df (av b)] - dIE 8{[} (av b) + dy 8y (CL, b)
62 62
. da? - a—m‘]; (a,b) +2-dx-dy - Gxéfy (a,b)
0% f
+dy2-6—y2(a,b).

Se f ¢ de classe C3, o diferencial de terceira ordem (ou terceiro
diferencial) de f no ponto (a,b) para os acréscimos dz e dy das
varidveis z e 3, que se denota por d> f (a, b),é o diferencial do diferencial
de segunda ordem,

0 (d*f) 0 (d*f)
3 — 2 — . .
d f (av b) - d [d f (av b)] - dl‘ 81‘ (av b) + dy 8y (av b)
Bf 3f
— 3 - . 2 . .
T. Scﬂwartz dx ox3 (a7 b> +3-dz dy 8x28y (CL, b>
Bf 3f
. . 2 . 3 - —_—
+3-dz-dy 000, (a,b) +dy 093 (a,b).

Analogamente, se f é de classe C*, o diferencial de ordem k (ou
k-ésimo diferencial) de f no ponto (a,b) define-se como

d"f (a,b) = d [dk_lf (a, b)] .
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As expressoes obtidas contam com a igualdade entre as derivadas mis-
tas envolvidas, garantida pelo Teorema de Schwartz, desde que seja
preservado o niimero de vezes que se deriva em ordem a cada uma das
varidveis.

10.1 Exercicios Propostos

1.

10.

Dada a fungdo z(z,y) = 2%y + = + exp(x), determine a expressao do
diferencial de 2% ordem d?z.

Seja f a fungdo real definida por f(x,y) = 2%y — 3y. Determine a
expressao geral dos diferenciais de segunda e terceira ordens de f.

Considere a funcao f(z,y) = xcos(y) + ysin(z). Determine a ex-
pressao do diferencial de 3% ordem d3f.

1
Seja f a fungao f(z,y) = ZCOS (2?), para y # 0. Sabendo que

df (z,y) = —25 sin (xQ) dx — y_12 cos (xQ) dy,

calcule o diferencial de 1* ordem de df (x, y) no ponto (0,1) para dx =

0.01 e dy = —0.2. Interprete teoricamente o resultado.

Dada a funcdo f(x,vy,2) = 22 + 2y? + 322 — 2xy + 4x2 + 2y2, calcule
o diferencial de 2% ordem d?f(0,0,0).

Determine o diferencial de 2% ordem d?z para z = f(u,v) em que
u=arev=by.

Considere a funcdo F = ¢(t) em que t = x? + y2. Determine a ex-
pressao do diferencial de 2¢ ordem d?F.

Calcule d?f(1,2) para a fungao
f(x,y) =2* + 2y +y* —4In(z) — 101n (y).

Determine o diferencial d?f da funcdo f = w4 v em que v =

IR

v =zY.

Determine a expressao de d2f sendo f a funcdo definida para zy # 1

por
x

fz,y) = T
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11.

12.

13.

14.
15.

11

Determine d?f para a funcio f definida para y # 0 por

X
f(xvy) - tan;.

Determine o diferencial de 3% ordem d®f para a funcao
f(z,y) = a® +y*sin (zy).
Determine o diferencial de 2* ordem de cada uma das funcoes

flz,y) =In(z* +9°) e gla,y) = exp g

Determine d2f para a funcio f(z,y,z) = z2y32.
Considere a funcao

df (z,y) = x¥dx + In?(zy)dy.

Calcule o seu diferencial de primeira ordem no ponto P(1,1) para
dxr = 0.01 e dy = —0.2, e interprete teoricamente o resultado.

Determinantes Funcionais: Jacobiano e Hes-
siano

O conceito de vector gradiente generaliza-se a fungoes vectoriais como
segue.

Sejam f : Df C R™ — R™, com m > 2, uma funcao vectorial de n

varidveis reais definida por m fung¢oes componentes fi, ..., fi, reais de
n varidveis reais, e (ai,...,a,) € R™ um ponto interior a Df. Se to-
das as derivadas parciais de primeira ordem das fungoes componentes
fiy--+, fm no ponto (ay,...,a,) existem e sao finitas, define-se a Ja-
cobiana (ou matriz de Jacobi) de f no ponto (aq,...,a,), que se
denota por Jf (aq,...,a,), como sendo a matriz mxn dessas derivadas,
9 of
D1 A1y .eyQp) o 8mn(a1,...,an)
Jf (a1,...,a,) = ,
Afm Ofm
001 (aty...,an) - oz, (at,...,an) .
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que se resuime como

Jf (a1,...,a,) = [3

9 (f1,- -5 fm)

((11... CL):| .
(xla---al‘n) ’ o mxn

Se a matriz for quadrada, o seu determinante designa-se por Jaco-

biano de f no ponto (ay,...,a,).
O elemento genérico da matriz Jacobiana Jf (a1, ..., a,) &
ofi
ai,...,a .
<8xj (a1, an) i=1,..,m
7j=1,...,n

Na linha ¢ estao as sucessivas derivadas parciais de primeira ordem da

funcao componente f;,

componentes fi, ..

ofi .
——(a1,...,ayn) para j = 1,...,n. Na coluna
ij
j estao as derivadas parciais em ordem a x; das sucessivas fungoes
ofi .
s fms G—(al,...,an) parai=1,...,m.
Ly

Se m = 1 a matriz Jacobiana tem uma unica linha: é uma matriz
linha (de tipo 1 X n) cuja matriz transposta é o vector gradiente de
f:Dy CR" — R no ponto (ai,...,a,) (ponto interior a D)

— 0 0
grad f (a1,...,a,) = <6_xfl (al,...,an),...,a—il(al,...,an))
0 0
8—i(a1,...,an)-e_f—i—---—i—a—i(al,...,an)-e_n>.
e Sejam f : Dy € R" — R uma fungao real de n varidveis reais e
(a1,...,a,) € R™ um ponto interior a Ds. Define-se a matriz Hes-
siana de f no ponto (ai,...,a,) como sendo a matriz quadrada
[ ﬁ (a an) ﬁ (a an) ]
6$% 17"’7 n axlawn 17"'7 n
Hf (a1,...,an) = :
P aerian) o L, an)
—— (a1,...,a — (ai,...,a
L 8$n8$1 b o 81‘% b o dnxn
O determinante de Hf (a1, ..., a,) designa-se por Hessiano de f no
ponto (ai,...,a,).
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O elemento genérico da matriz Hessiana Hf (a1,...,ay) €

0% f
<3xi8xj (a1y..., an)>

Na linha ¢ estao as sucessivas derivadas parciais de segunda ordem da
2

fungao f, m(al,...,an) para 7 = 1,...,n. Na coluna j estao
i0%j

i=1,....,n
j=l,...n

)

as derivadas parciais de segunda ordem em ordem a x; da funcao f,
0 f
61‘]‘8%

(a1,...,an) parai=1,...,n.

O Teorema de Schwartz ¢ ainda valido para fungoes reais f : Dy C
R™ — R de n varidveis reais com n > 3.

Teorema de Schwartz generalizado. Sejam f : Dy C R" — R
uma fun¢ao real de n varidveis reais e (aq,...,a,) € R™ um ponto in-
terior a Dy. Se existem e sao continuas todas as derivadas parciais de

primeira ordem de f nos pontos (z1,...,x,) de uma bola aberta

ox;
centrada em (aq,...,a,) e todas as derivadas parciais de segunda or-
62
Gxi&xj
a restante derivada mista também é continua nesse ponto e a ordem
pela qual essas derivadas sao calculadas é arbitraria, ou seja,

dem , excepto uma, sao continuas no ponto (aq,...,a,) entao

62f (CLl a ) = 82f (al a )
Ox;0x; " Ox;0x; "
paratodoo¢,j=1,...,n, com i # j.

Se f é de classe C? num conjunto aberto A contido em Dy entdo

0* f o> f
a1y ...y Qp) = a1y ..., 04
O0x;0x; (a1 n) O0x;0z; (o n)
para todo oi,j =1,...,n, com i # j, sempre que o ponto (aj,...,a,)
pertenca a A. Como tal, se f é de classe C? num conjunto aberto A
contido em Dy entao a matriz Hessiana Hf (a1, ..., a,) ¢ uma matriz
simétrica, sempre que o ponto (ay,...,a,) pertenca a A.
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11.1 Exercicios Propostos

1. Determine a matriz Jacobiana e o Jacobiano da funcio f : R? — R?
definida por
flzy) = (2° +20% 4z +¢%) .

2. Determine a matriz Jacobiana e o Jacobiano da funcio f : R? — R?

definida por
fi(z,y) = 2 + 3y°

fo(z,y) =2x+3

3. Determine a matriz Jacobiana e, sempre que possivel, o Jacobiano das
funcoes:

(a) f:R3 — R3 tal que f(z,y,2) = (u,v,w) dados por
u=a2+y—z
v = xyz? ;
w = 2xy — Y’z
(b) f:R? — R3 tal que f(z,y) = (r,s,t) dados por
r=xy N s=2r N t=—y
(c) f:R% — R* tal que
flay) = (x+ 2y, —x, 22, —y) ;
(d) f:R3— R3 tal que

rT=u—w-+ 32
s=-u+2v+z ;
t=v+w+2z

(e) f:R% — R? tal que
x=pcosf e y=psind

(p e 0 dizem-se as coordenadas polares);
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(f) f:R3 —R3 tal que f(p,0,2) = (z,y, 2) em que

x = pcosb
y = psind
z=1z

(p, 0 e z dizem-se as coordenadas cilindricas);
(g) f:R3— R3 tal que
x=2u+pfv+w
y=u+(B+2)v+2w ;
z=v+2pw

(h) Determine 3 na alinea anterior de modo a que o respectivo Jaco-
biano seja nulo.

4. Determine a matriz Jacobiana e o Jacobiano da funcao f : R? — R?
definida por

Y1 = T1 + 322
Yo = 4x% + 122129 + 923
5. Seja f a fungao dada por
2t —6
Wy = ———
DY)
f (57 t) = s—4
_2
2T

Calcule o Jacobiano de f.

6. Calcule a matriz Hessiana e o Hessiano das funcoes:

z = x% — 3x129 + 330% + dxoxs + 630%;

I

)
)
(c) 2 = —a} + 3z1m3 + 222 — 23 — 323;
)
)

= exp(2z) + exp(—y) — 22 — 2exp (w) + y.
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12 Solugoes dos Exercicios Propostos

12.1 Dominios de Definicao
1. (a) Dy ={(z,y) eR? |y #2—3a}

)

)Df=]R2

) Dy =R>\ {(0,0)}

<e>Df—{< y) ER? |y > —x}

(£) 2,y) €R? | (@+1)° +y2 <4 Ay >a?)
) Y)

ER’|y>z—-1 A x>0 Ay>0}

(h) Df—{(xy)€R2|y< —z+4 A y>§sc7é()}

U{(z,y)eR?|z>2 A —2<y<2}

() Dy={(z,y) eR?|-1<z<1 A —1<y<1}
(m) Dy =R\ {(0,0)}
(n) Df={(z,y) €R* |y >z A x>0}
(0) Dy =R\ {(0,0)}
(p) Dy = {(z,y) € R? | — |z[ <y < [z[} \ {(0,0)}
(@) Dy ={(z,y) eR?| -1 <z <1}
(r) Dy ={(z,9) eR?|(y> -z A y<a?)V(y<—=z A y>2?)}
(s) Dy =R?\{(0,0)}
(t) Dy = {(z,y) e R? | 2® +¢? < 4}
3. (a) Dy ={(z,y) eR?* |y #1—a}
(b) Dy ={(z,y) eR?* | 2* +y* < 1}
() Dy ={(z,y) eR?| (y>2® A 2®+y* 24) V 2?+y* <1}
(d) Dy = {(z,y) e R? |y # 22} U{(0,0)}
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(e) Dy =R*\{(z,9) |ly=—= A <0},
ou ainda, Dy = {(z,y) € R? : y # z}

(f) Dy ={(z,y) eR? |z # 3y°} U{(0,0),(3,1)}
@ D=2\ ({@n v =3} v (00}
ou ainda, D = {(x,y) ER? |y +# %} \ {(0,0)}

(h) Dy = (R*\ {(z,y) | y = —2}) U{(0,0)},
ou ainda, D = {(x,y) | y # —2} U {(0,0)}

S

1
.Df:{(x,y)€R2\x€]O,1] A y>;}

2. Df:{(x,y)eRQ\y>é A (=17 +42<9 A x;éO}
5. Dy = R?
6. (a) Dy =R2\{(0,0)}

(b) Dy = {(z,y) € R? 1y # =32} U{(0,0)}

(¢) Dy = R?

(@) Dy = {<x,y> Ry 2 i@} 0{(0,0))

12.2 Limites e Continuidade
1. E continuase =0e¢ a c R\ {0}

2.

S W

3.
4. Nao existe limite em (0, 0)
5. Nao tem limite em (0, 0)

6. f é continua
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7. E continua em (0,0)
8. E continua em pontos do eixo dos zz com abcissa positiva
9. E continua para a =0

10. E continua na origem

11. E descontinua na origem

n—1 .
12. Obtemos |f(x,y) — 0] < <\/$2 + y2> +\/% donde se conclui
T )

o pretendido
13. E descontinua em (0,0) pois nao existe o limite em (0, 0)
14. E continua em {(z,y) € R?: 2z # -3} \ {(0,0)}
15. E continua em (0, 0)

16. E prolongével por continuidade no ponto (0,0) pois existe com valor
finito (a saber, valor nulo) o lim(, )00y f (,%)

17. E continua em R?\ {(0,0)}
18. E continua

19. Nao existe o limite em (0,0) (note que |y + zsinz| < |y| + |zsinz| <
lyl + || |z])

12.3 Derivadas e Diferenciais de 1* Ordem

Lgan=a e Fan-g

2. gf@ 1) = ; ¢ 2—5(2,1)20

3. Pela definicao, gf 0,0) = e %(O’O) — 4o
4. Pela definicio, %(0,0) —0 o g—g(o,o) —0
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10.

11.

12.

Pela definigao, % (—2,-2)=—-0c0 e of (—2,-2) =400

0 (pela definigao)
O (2.4) = yexplay) para () € B2\ {(0,0)};

g—‘;j (z,y) = zexp(zy) para (z,y) € R?\ {(0,0)}

(a) df (z,y) = 2zyde + (2* — 3) dy
(b) Af (4,3) = 0.018702; df (4,3) = 0.02
(¢) f(1.03,1.99) = f(1,2) +df (1,2) = —3.86
of _3x4+y4 of B ot 4 3yt
(a‘) ox (xay) - IEQy ) a_y (.’I,',y) - (EyQ
of exp(z — 5y?)
b) — ) = )
(®) Ox (=.9) 2\/exp(z — 5y?) — y?
of 5 [exp(z — 5y?) + 1]y
a.. ((E, y) = ) 3
dy vexp(x —5y2) —y
of 1 T+ af T+ T+
c) == (x,y) = —=cot , — (x,y) =
() 5 (@) 7 ay(y) NN,
9z _ vy v 1 0z _ y
6:1: ($7y) - ytan <m> — - COS2 (g) (§ a_y($7y) - xtan; +
) x
Y7y que verificam a igualdade pretendida
cos? (—)
x
Temos 5 5 o
x° — x7y
, (z,y) #(0,0)
()= o)
Ay
0 , (z,y) =1(0,0)
0 dzy? + 2273 _ .0
8—£ (z,y) = W para (z,y) # (0,0); ndo existe (9_£(0’0)
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13. (a) df (2,2) =14
(b) df (z,y) = (sin (az) 4+ az cos (ax)) dx+(— cos (by) + by sin (by)) dy
ow
(c) dz(z,y) = W (*;dl‘ + dy)

(d) dz(3,1) = -0.8
(e) dz(x,y) =exp(z —2y) [y (1 + z)dz + z (1 — 2y) dz]
(f) dz(x,y) = sin (2z) dz — sin (2y) dy

14. df (1,1) = 0.01; tal significa que Af = f(1+0.01,1 -0.2) — f(1,1) ~
0.01

15. df (1,2) = —0.00 (6); Af(1,2) = —0.0056686

16. f(32.1,1.2) ~ 2.00375

12.4 Diferencialidade
1. Nao é diferencigvel em (0, 0)

2. Nao existem as derivadas parciais de f em (0,0) logo a funcdo nao é
diferencidvel neste ponto
of

3 (a)%(o,o):Q ¢ G 0.0=-1

(b) Se a # 0 entao f néo ¢ diferencidvel em (0, 0) por nao ser continua
nesse ponto (ver exercicio da secgao 2.1); se a = 0 entdo f nao é
diferencidvel em (0, 0) pela defini¢do

(c¢) Temos
22" + 622y* + 2uy®
of SR T T se (w,y) # (0,0)
9, HY) = (22 + )
€T
2 se (z,y) = (0,0)
[§]
3y2(E2 _ y4 _ 4.1'3y
0 se (x, 0,0
8—£<m,y> = @) w9 7 (0:0)
2 se (z,y) = (0,0)
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(a) E descontinua em (0, 0)

(b) Nao é diferencidvel na origem por ser descontinua na origem

oo
(a) Pela definicao, 8x(0’0>_ 00; By

(b) Nao é diferencidvel na origem por ser descontinua nesse ponto
(ver exercicio da secgao 2.1)
of

- (2,1) = 00 logo a funcdo f nao é diferencidgvel no ponto (2,1)
Y

(1,0)=0

a) D = R? 0,0)}. O derivado de D é R?, portanto D é um
(a)
conjunto aberto e fechado
(¢) E diferencidvel na origem
0
(a) Pela definigao, —f((),()) =0
ox
(b) E diferencidvel se n >3 ep =0

12.5 Regra de Derivagao da Funcao Composta

1.

1) =2 [L+1g (02 +4?)] [ (2t = 3) + 2
of 2u? +2u — 2 af 2u? + 2u — 2
L (z,y) = 2————= e = (z,y) = y————— para
5 (&0 Y) EY ay( y) =y Trof P
u(z,u) = /x? 4+ y?

2s 1
/ _ -
f(s) = (2Ax + 2By) (2vs + u) + (2Bz + 2Cy) <u 2\/5>
Tomandou::r—y,v:y—zet:z—x,temosa—FZg*g,
oF  of of OF  of of ov  Ou Ol
8_3/ = -3y + 3% ¢ 32" " 3s + 5¢ due verificam a igualdade
requerida
of y? + 2zy af 2?2 + 2zy 9
T e s T sendo u = xy~ e
. 1+ (u+wv)? Y 1+ (u+v)?
v =12y
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%—2@+ exp( )% %——Z%Jr exp( )%
ar oy VORI G, oy You T PG,

0z 0z
75 = 2oyl (2t =) e o 1 (2* = ?) — 2/°f'(2? = y?), que
verificam a igualdade requerida
0z _ a—1_7 Y
s oy v (x)
dU 0UOxdt 0OUOxOdv OUdydv OUOzdv OUO3zdt

dw Oz Ot dw = Oz Ov Ow dy dv dw 9z Ovdw = 0z Ot dw

t 0
10. Tomando u = — e v = —, temos - 2xg (u,v)+z? <—— - ——>
Y T oz

12.6 Derivada Direccional e Dirigida

1 (a) fl,_,)(0,0)=3

[\)
==
-
)
—~
=
(=)
~~
I
o

3. (a) grad f(0,1) = (0,0)

(b) f%(0,1) =0

b2
4 flup (0.0) =+

5. (a) 3\/5; L

3(vV3-1)
2

(b)

. Trata-se de fE 3.4 (2,1) [segundo o versor do vector (3,5)] e tem valor
47 575
5
(a) 2v2x
(

b) 2r na direc¢ao do raio; 0 na direcgdo da recta tangente

=2

=~
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8. (a) grad f(2,2) = (2,-2)

(b) grad f (—1,0) = (0,0)

9. A derivada é maxima na direcgao e sentido do vector gradiente e tem
o valor ve? + 1

10. (a) Na direcgdo do vector v = (0, 1)
(b) %(m) = sin(2x) + 2z e a fungdo trigonométrica sin(2x) tem
x

derivadas continuas de todas as ordens

11. Na direccio do vector @ = (1,0)

12.7 Funcao Homogénea
1. (a) 0
(

b) 0
(c) 1
(d) 1
1
(e) =3
1
6 -5
2
2. E homogénea de grau 2; of . e or _ = 2yln— — ¥y, que
ox x y Yy
verificam a Identidade de Euler mﬁ +y of =2 f(z,y)
or 8y

3. (a) E valida a Identidade de Euler
of

(b) 92 (z,y) = aAz®"1y? & homogénea de grau o+ 3 — 1
a=3

5. (a) a=6eb=09
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10.

11.
12.
13.

14. f

15.
16.

(a) f é homogénea de grau 0

(b) /%1,

(c) grad f(1,1) =

1)=0

(e+1,—e

fl)

(a) A igualdade é segue de g ser homogénea de grau n

(b) Tomando u = y/x e v = z/x, obtemos

@:nl’”_lf* 8f e QZaf @: n—lg
Ox You ov’ oy ou
99  ,10f : : .
=z , que verificam a igualdade pretendida
0z ov
(a) Para todo oy (Vy € R), a=2—-—+v e [ = ~; o grau de

homogeneidade é «

. 13

E homogénea se a = —— e = —
2 2

, ) 5

E homogénea se oo = 3¢ g=-1

Para todo o @ (Va € R), 8=

E homogénea de grau 2 (Identidade de Euler)

(a) 3

(b) Como g é homogénea de grau 3 as suas derivadas de 1% ordem

l—-a evy=3+a«

sao homogéneas de grau 2.

/)

<—> =t°f < ) logo f & homogénea de grau 0. Tomando

()3

Sendo f uma funcdo homogénea de grau 0 é védlida a Identidade de

= - temos
of | of _ 0f1
¥ 0w tY 8y ~ Tou y
(a) 2
of of _
Euler x@w + y(?y =0, logo z

of
You

of

ox
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17.

18.
19.
20.

21.

22.
23.

24.
25.
26.
27.

28.
29.
30.

31.
32.

33.

f € homogénea de grau @« = —1 e g é homogénea de grau 0. Logo
verifica-se a Identidade de Euler

k=0; grau 2
f € homogénea para a = 10 e b = 6; grau 4
(a) k=1; grau 2

(b) As derivadas parciais de primeira ordem sao homogéneas de grau
1

(a) Sim, de grau 0

(b) Para iguais variacoes das varidveis independentes x e y, a varidvel
dependente z mantém-se constante

E homogénea de grau 3 (Identidade de Euler)

(a) A relagao pretendida é a Identidade de Euler correspondente a
funcao

(b) E homogénea de grau u + v

1

f nao é homogénea para {(x,y) : © # 3y}
(a) 2

(a) D= {(x,y,2) ER3: 2% >0 A y#0}
(b) a=16 e b=4; grau3

k=1; grau 3
(a) 1

E homogénea de grau n, logo a igualdade dada é a Identidade de Euler
correspondente

A funcao g é homogénea de grau 2

Sim, de grau n

9% (5 1y = 3,297 9% _og 9% (9 1y = 4297 _
(a) ax(2,1)—3x 6u+2myav—20, ay(Z,l)—:c 3 =38
(b) f(8,4)=38

(¢c) —20; é uma derivada dirigida
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12.8 Derivadas Parciais de Ordem Superior

02z 2y — 222 0%z 222 — 292

1. 92 = m e 6—y2 = m, que verificam a igualdade
pretendida
0 0
) 5o @y + k) ==k (@)
2. ] (z,y) = limg_ 9 y =4z
oy2 k
of of
af B 82 f s 5z (0 —5-(0,0)
3. 8y(0’0) =0 e 902 (0,0) = limp,—,0 . =0, onde
. R
as derivadas de 1* ordem sao o (h,0) =cosh e o (0,0) =1
93z 9 93z )
4 Buzay @) = yem(@) +6y7 e Ho (@ y) =y exp()
0%g 1 .
5. a2 (x,y) = By (exp(z) + sinz)
0g 1
e 99050y (z,y) = BT (exp(z) + cos )
- o*f 0% f
6. Pela definigao, obtemos 922 (0,0) =0 e 2 (0,0)=0
7. (a) Temos
In (2 4+ ¢?) — 1
of xn(f ) sex? +y? <le(z,y)#(0,0)
5,0y = In® (22 +3?) :
0 se (z,y) = (0,0)
In (2% 4 ¢?%) — 1
of yn(ZC ) se 22 +y* <1e (z,y) # (0,0)
9y TY) = In” (22 +3?) :
0 se (z,y) = (0,0)
0% f 0% f
%(fﬁay) = &Cay(l‘,y)
4scy(271n(:c2+y2)) o 2+t <1
_ (22 + 2) In® (22 4 42) e (z,y) #(0,0)
0 se (z,y) = (0,0)
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(b) f é diferencidvel no ponto (0, 0)

h 2 2,2
8. Temosa—(:r,y):2 LA 5
ox r+y (x—i—y)
92, y? 2 w2y?
m(l}y)ZZ -4 2+2 3
x Ty (z+y) (z+y)
0%h x x1y? x? x2y?
W(m,y):él y o 5 — 2 y2+2 3, que
L0y Yy (z+y) (z+y) (z+y)

verificam a igualdade pretendida.

o’ f At+2)"m?(1+y)" (A+2)"md+y)"
9. 9.2 (IIJ’, y) = 2 - 2
O (1+2) (1+z)
o’ f At+2)"n?(1+y)" (A+2)"nd+y)"
0 )= R 2
Y (1+y) (1+y)
0% f (1+2)"mn(l+y)"  8f
gy Y T T Ur a1y ogos BV
10.
. (s . .. Of
a. Sao0 necessdrias as derivadas (calculadas pela definigao) %(O, 0) =0,
%(O,h) = —h, Z—ch((),()) =0 e g—‘;(k,()) = k para chegar as
derivadas de 2% ordem pretendidas
2
b. Nao se verifica a continuidade da fungdo na origem
Oyox
11, 7 0.0 = ZE 0.0)=0 e F0.0) = L (0,0) = 1; a derivada
I Oroy N T
mista F; ndo é continua na origem, logo o Teorema de Schwart nao
se aplica
0% f
12. — =
=5 (0.0)=0
0% f a® a’
13. — = - - b R? :
3 0y (a,b) a5 (a ) para (a,b) € {(z,y) € y<az} e
0% f
—axﬁy (0,0)=0
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14.

a. grau2sed=2ee=3

0
b. o1 ¢ homogénea de grau 1 e verifica a Identidade de Euler

ox
Of  f _0f

¥ a2 + y@x@y - Oz

0
15. Verifica-se a igualdade pretendida dado que a_z é homogénea de grau
x
(u+v—1)

16.

a. As derivadas parciais de 2% ordem sao homogéneas de grau 1, logo a
fungao f é homogénea de grau 3

1
b. f(z,y)=3 (2 + 322y + °)
g = 22 g _ 9,2 2
17. D (z,y) =2z° +4zy e By (z,y) = 222 + 2y

12.9 Derivagao da Fungao Composta para Ordens Superiores

&2f o [1+ tan (82)]?
1. ﬁ(t) =2+ 2tan (%) — @
2 82—W—12u2—4v2+16 82—W——8uv e 82w—12v2—4u2—16
Coou? T Oudv o2
of _ of _ >’f B
0% f

4. Tomando u = Y obtemos
T

62f_ //1 1 "
(a) 92 =9 ;+ﬁh
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(b) >r_y ﬁ:_ﬁg//_ig/_ﬁh//
ox? a3 0xdy x2 x2 3
que verificam a igualdade pretendida

2 2
g//+_:gh/+y_4h// e
x x

5. Tomando u = ax — by e v = x + y? obtemos

of _1 9%, 9
Ox_y—i_y(p—i_xy(@ua—i_@v)

of _ = 92 5,09
oy y2+sc<p+scy< b6u+2y8v>

1 Oy o Op 0%
7 + ¢+ (ax — by) T + (Ll:+2y ) 5 abscyau2

0% f
0x0y

0? 0?
+ (2amy2 — bscy) L 2 Uf

Oudv + 2y Ov?

PU_#_0%f 0s Bf(0:\' 0P
0x2 022  020x0x 022 \ Ox 0z 02
af
dt?
W *wW 82W@@+8_W 0%u
Oxdy  Oydxr  Ou? O0xdy  Ou O0xdy

9. %:f”(x—l—cp(y)), g—?j:f/(ﬁcp(y))s@/(y)

822 " ) 822 § .
dxdy =f"x+e)dy) e 5 =f"(x+¢(y)), que satisfazem

0z
a igualdade pretendida

(t) = 2cos (t) [cos? (t) — sin? (£)] — 2sin? (2t)

10. @ =—

11. Analogo ao exercicio anterior

12.10 Diferenciais de Ordem Superior
1. d*z (z,y) = (2y + exp x)dz? + 4axdxdy
2. d*f (z,y) = 2yda® + dadxdy e d3f (z,y) = 6dxdy
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3. dB3f (x,y) = —ycos (z) dz? + 3(— sin x)dz?dy + 3(— cos y)dxdy?

+asin (y) dy?

4. d?f (0,1) = 0.08
5. d?£(0,0,0) = 2dx? + 4dy* + 6dz* — 4dxdy + 8dxdz + 4dydz

& f d’f d’f
a2 2 7.2
d2 da? +2ddabdmdy+d2bdy

7. &PF (z,y) = (42?¢" + 2¢') da? + 8y dxdy + (4y*¢" + 2¢') dy?

6. d*z (z,y) =

8. d%f(1,2) = 6dx? + 2dxdy + gdy2
1 2
9. d®f(x,y) =2 <1 — —2> drdy + —f,fdyQ
(] (]
2y 4y 223

7dac2 + 7dacdy + ————dy?
(1—ay) (1—ay)?® (1—ay)®

2 tan <§> [1 + tan? <—>]
11. d?f (x,9) 4 dx?
2 [1 + tan? <$>} (y + 2xtan£)
Y Y dxdy

y3
% <y+xtan§> 1+ tan? <§>]
+ y y dy?

12. & f(z,y) = [—y° cos (zy)] da® + 3 [—4y> sin (xy) — ytx cos (zy)] dz*dy

10. d?f (z,y) =

+3 [6y cos (zy) — 6zy? sin (zy) — 2%y? cos (zy)] dwdy?
+ [62 cos (zy) — 6yz? sin (zy) — y2a? cos (zy)] dy?

2 2,2 ] 9 2,2
13. d2f (z,y) = (yimg 22 _ iQ wdy + Lygd?ﬁ
(22 +1?) (2? +9?) (z* +5?)
expE 2(sc+y)expE Ll,’(2y+sc)expE
e d’g(x,y) = y2y dz? — " Y dwdy + " Y dy?
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14. d?f (z,y, 2) = 2y32da®+62%y2dy* +122y* zdxdy+day3drdz+6x2y> dydz
15. d?f (1,1) = 0.0001

12.11 Determinantes Funcionais

[ 22 692
L Jf(zy)=| 2y ] e | Jf (z,y) |= 4oy — 244>
L Y Jaxa

[ 2z 6y

2. Jf(z,y) = ) 0] e | Jf(z,y) |=12y
2Xx2

2z 1 —1
3. (a) Jf (z,y,2) = | y2? r2? 2xyz
2y 2 —2yz —y? 33

e | Jf (z,y,2) |= 62%y%2% — 8x3yz + 1322 + dawy?2 + 2223

Yy x
(b) Jf(zy)=|2 0 ]
0 3Ix2

i —1
1 2
-1 0
L 0 1 4%2
1 0 -1 3
(d) Jf(u,v,w,2)=| =1 2 0 0
0O 1 1 2
3x4

sinf pcosf

©) Jf (0.0) = [ cos psm@] e Jf (0.0) |= p
2%2

cos) —psinf 0
(f) Jf(p,0,z) = | sinf pcos® 0O e|Jf(p,0,2)|=p
0 0 1 3%3
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2 B3 1
(g) Jf(uv,w)y=1|1 f+2 2
0 1 28],

e | Jf (u,v,w) =28 +83—3

4422

() p=—=

1 3
4. Jf (:L'lva) - |: 8r1 + 12x9 121 + 189 :|2><2

e| Jf(x1,22) |= —12x1 — 18z
1 _ 25(2t—6)(s—4)

S IO = e 7Dy P st 1 2)?
B —ysinx cos (x) + cosy
6. (a) H(:E,y) - [ CoS (SL‘) + cosy —q;siny :|2><2

e | H(x,y) |= zysin (x)siny — [cos (z) + cosy]?

4 1 1
(b) H(:El,irz,irg) = 1 8 0 € | H(SL‘l,SL‘Q,LEg) |: 54
1 0 2 33

[ 627 O 3
(C) H(l‘l,l‘g,l‘g,) = 0 -2 0
3x3

2 -3 0
(d) H (z1,22,23)=| =3 6 4 e| H(x1,x2,23) |=4
0 4 12 3%3
4exp(2z) 0 0
(e) H((E,y,'lU) = 0 exp(—y) 0
0 0 —2expw 3%3

e ‘ H($7y7w) ‘: —86Xp(2$ - y+w)
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