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Capitulo 1

Representacao geométrica para
Integrais Multiplos

e RECTA

— Que passa pelo ponto P;(z1,y;) na direccao do vector v = (vi,v9) :

Equacao analftica em coordenadas rectangulares

(x,y) = (z1,91) + k.(v1,v2), para k € R

ou

xr=ux1+ kv
, para k € R
Yy =y1 + kv

ou

T — X1 Yy—un
= , para vy, v2 # 0
v1 Vo

— Que une os pontos Pi(z1,y1) € Pa(x2,y2) :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

Y-y _Y2—%n
Tr — I To — X1

, para 1 # T2

ou

Y2 — Y1
T2 — X1

y—y1=m(x—x1) onde m = ¢ o declive (para x; # x2)
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ou
Y2—U1 .
y = max + b onde m = =—=—= ¢é o declive (para x; # 2)
T2 — 1
Tyl — .
e b= 2072 ¢ ordenada na origem (para 1 # 2)
Tro9 — 1

ou

Ax+ By+C =0onde A=y — 1o
B=x9—x1
e C' =z1y2 — moy1

— Que intersecta o z-cixo em a # 0 e 0 y-eixo em b # 0 :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

z Y
A |
a + b
y
b
0 a X
Figura 1.1:

™
— Que faz um angulo o # 5 com a parte positiva do z-eixo e passa pelo

ponto Pj(z1,y1) :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

|y—y1 =m (x — 1) onde m = tan« ¢é o declive

— Que dista p unidades da origem e a perpendicular da origem sobre a

recta faz um angulo § com a parte positiva do z-eixo:



Equacao analitica em coordenadas rectangulares

‘xcosﬁ+ysinﬁ:p|

e CIRCUNFERENCIA

— De centro C(0,0) e de raio r:

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

22 4+ g2 = 72

y

NI

— De centro C (h,k) e de raio r:

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(&= h)*+(y—k)?* =1

Equacao analitica em coordenadas polares no caso da circunferéncia passar pela

origem

r = 2Rcos (0 — ) onde (R, a) s@o as coordenadas polares do centro C'
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— Um ponto pode localizar-se no plano por meio de coordenadas rectangulares
(x,y) ou por coordenadas polares (r,0). As coordenadas rectangulares e polares

relacionam-se pelas expressoes

x =rcosf r= /22442

y =rsinf 6 = arctan £

parar >0e 0 <6 < 27.

e ELIPSE

— De centro C(0,0), de eixo maior paralelo ao z-eixo, de raio a # 0 na
direcgao horizontal (ou de eixo maior 2a) e de raio b # 0 na direcao

vertical (ou eixo menor 2b):

Se P ¢ um ponto arbitrario da elipse de focos F' e F’ entao verifica PF + PF’ =
2a.

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

i

— De centro C (h,k), de eixo maior paralelo ao x-eixo, de raio a na di-
recgao horizontal(ou de eixo maior 2a) e de raio b na direcgao vertical

(ou eixo menor 2b):

Se P ¢ um ponto arbitrario da elipse de focos F' e I’ entao PF + PF' = 2a.



Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(x—h)’ N (y — k) _1
a? b2 a

Equacoes dos eixos de simetria
r=h ey=k

Distancia do centro C' a cada um dos 2 vértices situados na recta y = k é b
e a distancia do centro C' a cada um dos 2 vértices situados na recta © = h é
a. Distancia do centro C' a cada um dos 2 focos (situados na recta y = k) ¢
c= \/m e a excentricidade ¢ dfada por

JETF

C
E=— =
a a

Equagao analitica em coordenadas polares no caso de C estar na origem

212
9 a“b

~ a2sin?6 + b2 cos2 0

Equagao analitica em coordenadas polares no caso de C' estar sobre a parte

positiva do x-eixo e um dos focos estar na origem

L-e 1 040
r=-——— paral—ecos
1—ccosf’ P

— De eixo maior paralelo ao y-eixo:

permutar x e y em coordenadas rectadngulares

T
substituir 6 por 5 0 em coordenadas polares
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e PARABOLA

— Com eixo de simetria vertical, de vértice V' (0,0) que dista g unidades

do foco F':

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

x2:2py,p>0

Equagao analitica em coordenadas polares

2a

rzm,paral—cos(g—G)#O

p>0

— Com eixo de simetria vertical, de vértice V (0,0) que dista —g unidades

do foco F':

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

a2 =2py, p <0

— Com eixo de simetria vertical, de vértice V (h, k) que dista g unidades

do foco F':

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

(¢ —h)*=2p(y—k),p>0




y
p<0
0
X
Figura 1.2:
y
p>0
K
0 X

Figura 1.3:

Equacao do eixo de simetria

— Com eixo de simetria vertical, de vértice V (h, k) que dista —g unidades

do foco F':

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(x—h)>=2p(y—Fk),p<0

Equacao do eixo de simetria
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y
O h
k
p<0
e — Com eixo de simetria vertical, de vértice V (h,0) que dista g unidades

do foco F':

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(x—h)* =2py, p>0

Equagao do eixo de simetria

Figura 1.4:

— Com eixo de simetria vertical, de vértice V (0, k) que dista g unidades

do foco F':



Equacao analitica em coordenadas rectangulares

Equacao do eixo de simetria

— Com eixo de simetria horizontal, de vértice V (0,0) que dista 1—2) unidades

do foco F':

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

y2:2px,p>0

Equacao analitica em coordenadas polares

2a

rzl—cost?

— Com eixo de simetria horizontal, de vértice V (h, k) que dista g unidades

do foco F':

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(y—k)?’=2p(x—h),p>0

Equagao do eixo de simetria

y==~k
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y
p>0
X
Figura 1.5:
y
k b----
[}
|
[}
i
0 h X
p>0
¢ — Com eixo de simetria horizontal, de vértice V (h,k) que dista —g

unidades do foco F':

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(y—k)?=2p(x—h),p<0

Equacao do eixo de simetria

e HIPERBOLE
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T p<0

Figura 1.6:

— De centro C (h,k), de eixo maior paralelo ao z-eixo, de eixo maior

2a # 0 e eixo menor 2b # 0 :

Se P é um ponto arbitrario da hipérbole de focos F' e F' entao verifica PF —

PF’ = +2a (o sinal depende do ramo).

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

CETTPETT,

Distancia do centro C a cada um dos 2 vértices situados na recta x = h é a

e a distancia do centro C' a cada um dos 2 focos (situados na recta y = k) ¢
c=+va?+ b%. A excentricidade é dada por
Va2 + b?

Cc
a a

E =

Declives das rectas assimptotas a hipérbole

42
a

Equagao analitica em coordenadas polares no caso de C' estar na origem

272
9 a“b

- b2 C082 9 — a2 Sin2 H? para b2 COS2 0 — a2 Sin2 0 7& 0

r
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Equagao analitica em coordenadas polares no caso de C' estar sobre a parte

positiva do z-eixo e um dos focos estar na origem

e2 -1

T ,para 1 —ecosf # 0

- 1 —¢ecosf

— De eixo maior paralelo ao y-eixo:

permutar x e y em coordenadas rectangulares

T
substituir 6 por 5 f em coordenadas polares

Seguem-se entao as superficies no espago.
e PLANO

— x0y :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares
z=0

— Paralelo ao zOy-planoque passa no ponto Pi(a,b,d) :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares
z=d
Ponto de intersecgao com o z-eixo

(0,0,d)

— yOz:

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

x=0



Figura 1.7:

— Paralelo ao yOz-plano que passa no ponto Pj(d,b,c) :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares
r=d
Ponto de intersec¢ao com o x-eixo
(d,0,0)

— x0z :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares
y=0

— Paralelo ao zOz-plano que passa no ponto P (a,d,c) :

Equacao analftica em coordenadas rectangulares
y=d
Ponto de intersecgao com o y-eixo

(0,d,0)

13
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4

Figura 1.8:

— Que passa pelos pontos Pi(x1,y1,21), Pa(72,92,22) € P3(x3,y3,23) :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

r — I
T2 — I
I3 — I

Yy—u
Y2 — Y1
Ys — 1

zZ— 21
z22 — Z1
23— 2

=0

— Que intersecta os eixos coordenados em xg # 0, yg #0 e 29 #0:

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

Y
Zo Yo 20

€T z
—+ =4+ —=1sendoxg=—, yo =
a

d
b

_ezoz_

d
c

— Que dista p unidades da origem e a perpendicular tomada da origem

sobre o plano faz Angulos o, e 7 com a parte positiva dos z-eixo,

y-eixo e z-eixo, respectivamente:

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

‘accosa—i—ycosﬁ—i—zcos*y:p

A representagao grafica do plano (ou de qualquer outra superficie no espago)

exige o cdlculo das intersec¢oes da superficie com os 3 eixos coordenados (caso elas ex-

istam).Para determinar o ponto em que a superficie intersecta o z-eixo considera-se o
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d/c

0 d/a

d/b

Figura 1.9:

sistema
equacao da superficie
y=0
z=0

atendendo a que o z-eixo é caracterizado no espaco pela condicao y = 0 A z = 0; na
prética, trata-se de substituir na equagao da superficie y e z por zero. O valor de z que
se obtem resolvendo a equacao resultante da substituicao efectuada é a abcissa do ponto
de intersecgao procurado; se da substituicao resulta uma equagao impossivel significa que
nao existe ponto de interseccdo com o x-eixo, ou seja, a superficie ndo intersecta este
eixo coordenado.Analogamente se procede para determinar a intersecgdo com cada um
dos outros eixos coordenados: com o y-eixo considerando a condicao x =0A z =0 e com

0 z-eixo a condicao x =0 Ay = 0.

e — Paralelo ao z-eixo que intersecta o y-eixo em yy # 0 e 0 z-eixo em
20 75 0:

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

d
i%—i:lsendoyo:—ezo:

d
Yo 20 b c

Pontos de interseccao com os eixos coordenados

(07 Yo, O) e (07 07 ZO)
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d/c

/ dib
y

Figura 1.10:

— Paralelo ao y-eixo que intersecta o z-eixo em zy # 0 e 0 z-eixo em
20#0:

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

T z d d
— 4+ —=1sendozg=—ezp = —
i) 20 a C

Pontos de interseccao com os eixos coordenados
(.’I}(), 0, O) e (07 0, ZO)

— Paralelo ao z-eixo que intersecta o r—eixo em zy # 0 e o y-eixo em

Yo # 0 :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

d d
£+£:18endow0:—ey0:—
To Yo a b

Pontos de interseccao com os eixos coordenados

(x07 Oa O) € (07 Yo, 0)

e SUPERFICIE ESFERICA
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Figura 1.11:

— De centro C (0,0,0) e raio R:

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

a? +y° + 2> = R?

A figura seguinte ilustra a superficie esférica (de centro C(0,0,0) e) de raio R = 2

Projec¢ao no xOy-plano

circunferéncia de equacéo y? + 22 = R?
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A obtencao da curva de projecgao da superficie esférica (ou de qualquer outra su-

perficie no espago) no zOy-plano obtem-se pela resolugao do sistema
equacao da superficie
z=0

por ser a condicao z = 0 que caracteriza o xQOy-plano.Analogamente para cada um dos
outros planos coordenados: para a projeccao no yOz-plano usa-se a condigao z = 0 e para
a projeccao no xOz-plano usa-se y = 0.

Equagao analftica em coordenadas esféricas
p=R

Um ponto pode localizar-se no espago por meio de coordenadas rectingulares (z,vy, z)
ou por coordenadas esféricas (p,0,¢) (entre outras). As coordenadas rectangulares e
esféricas relacionam-se pelas expressoes
x = psinfcos

y = psinfsinp
z = pcosf

ou

Va2 +y?+ 22

p:
— Z
0 = arccos T
@ = arctan £
T
parap20,0§9<27re0§g0§§.
e — De centro C(xg,y0,20) € raio R :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

(z—20)> + (y —50)° + (2 — 20)* = R?

A figura ilustra a superficie esférica de centro C (3,2,4) e de raio R = le a sua
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projecgdo no xOy-plano (ou seja, a circunferéncia de centro C’ (3,2) e raio 1

De notar que as projeccoes da superficie esférica nos xOz-plano ou yOz-plano
sao também circunferéncias de raio 1 mas de centros diferentes: de centro
C"(3,4) para a projeccao no xOz-plano, de centro C"'(2,4) para o yOz-plano.

Equagao analftica em coordenadas esféricas

2

p? + p3 — 2popsinfsin Oy cos (p — ) = R?, sendo (py, 0o, ¢y) as coordenadas esféricas de C

e ELIPSOIDE

— De centro C(0,0,0), de raio a na direcgao z, de raio b na direcgao y
e raio ¢ na direcgao z :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

2 2 2
x Y z
2 pte=!
Projeccao no xOy-plano
2 2
x
elipse de equacao 2 + ‘Z—Q =1
Projecgao no yOz-plano
g2 2

elipse de equagao =
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Projecgao no xOz-plano

2 2
elipse de equagao — + — =1
a c

— De centro C (g, o, 20), de raio a na direcgao z, de raio b na direcgao

y e raio ¢ na direcgao z :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(z - xO)Z (y — y0)2 (z—20)?
2t T a =1
2)? —2)?
A figura ilustra o elipséide de equagdo (x — 1)2 + (y+2) + (= ) = 1.

9 16
Tem centro C (1, —2,2) e raio 1 na direc¢do x, raio 3 na direc¢do y e raio 4 na

direccao z.

e PARABOLOIDE ELIiPTICO

— De vértice V (0,0,0) que se desenvolve ao longo da direcgao z :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares
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Projecgao no xOy-plano

2 2
elipse de equagao — +
a

Y

ﬁ:l

p>0
O paraboléide desenvolve-se ao longo da direcgao z, a varidvel que nao aparece explici-
tamente na sua equagao.

e — De vértice V (zg, 40, 20) que se desenvolve ao longo da direcgao z :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

(z — 360)2 (y — 90)2

2 + 2 =20+ 2pz
Projeccao no xoy-plano
2 2
) . (r—x —
elipse de equagao ( 5 0) + y 2y0) =29
a b
z
""""" 2 X
X d

p<0
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As ultimas 2 figuras representam paraboléides transladados apenas na direccao z na

direccao do x, respectivamente.

e — Que se desenvolve ao longo da direccao z :

permutar x e z em coordenadas rectangulares

A figura seguinte ilustra o mesmo paraboldide eliptico

diferente posicionamento dos eixos coordenados

— Que se desenvolve ao longo da direcgao y :

permutar y e z em coordenadas rectangulares
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e CILINDRO ELIiPTICO

— Que se desenvolve ao longo da direcgao z :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

2 2
x
S+5=1
a b
Projecccao no zOy-plano
2 42
elipse de equacao — + = =1
p quagio — +

i

Hm—————

y/ b

.

T

i

Alterando z? para (z — x0)2 dé-se um deslocamento do cilindro na direc¢ao x em g
unidades. Se 22 dé lugar a (x — 2)? e, simultaneamente y? d4 lugar a (y — yo)? obtem-se

um cilindro deslocado em ambas as direccoes x e y de equacao

(z—=0)? | (y—w0)°

a? i 2 !

cuja projecgao no zy — plano é a elipse de centro C (zg, o) e de raio a na direcgdo = e

raio b na direcgao y.
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e

¢ — Que se desenvolve ao longo da direcgao = :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

2 2 2 2
=4 Y (z—20)°"  (y—w) _
2 + *h 1| ou = + 7 -1
Projecgao no yOz-plano
2 2 B 2
elipse de equacao % + ‘7;—2 =1 ou (2 G;O) + (y b2y0) 1

¢ — Que se desenvolve ao longo da direcgao y :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

2 2 2 R
%+x_:1 ou (2 = z) +(:1c Zo)

b2 a2 Z
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Projecgao no xOz-plano

2 2
22y
Z+2Z =1 ou
a? b2 a

(z—20)* |, (y—w)’

7 b2 =1

elipse de equagao

e CILINDRO PARABOLICO

— Que se desenvolve ao longo da direccao z ”em torno” da direcgao =z :

Equagao analitica em coordenadas rectangulares

x? = 2py, parap#0

Projecgao no xOy-plano
parsgbola de equacdo =2 = 2py, para p # 0

O cilindro desenvolve-se na direccao z, a direcgao da varidvel que nao aparece explici-

tamente na sua equagao.

—,
z
\\
/’—_‘ X -s\\\ X
S 1= — — T 7%
y /
\ \
p>0 y// p<0

/I\y

O paraboldéide desenvolve-se ”em torno” da direcgédo x, a direccao da varidvel quadrética.
O sinal do coeficiente p da varidvel linear conduz a ”orientacao” do paraboléide: virada
para a parte positiva do eixo da varidvel linear se p > 0 e virada para a parte negativa do

eixo dessa varidvel se p < 0.
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Se além disso a equagao contém uma constante, por exemplo,
2 _
x°=2py+0b

entao o cilindro desloca-se b unidades na direccao da varidvel linear, nesse caso de y.

Atencgao também no signal de b que pode ser negativo ou positivo

¢ — Que se desenvolve ao longo da direcgao z ”em torno da direcgao y :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares
y? = 2px, parap#0

— Que se desenvolvem ao longo da direcgao z :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares
y? =2pz ou 22 =2py , parap#0

— Que se desenvolvem ao longo da direcgao y :

Equacao analitica em coordenadas rectangulares

22 =2pz ou z?2=2pr , parap#0

Nao se esqueca que antes de fazer o gréfico de qualquer das superficies referidas acima

é conveniente

por a sua equagao na forma analitica ”standard”

identificar ”o papel” das diferentes varidveis

atender ao sinal dos coeficientes que afectam as varidveis
atender as constantes que determinam translacoes

determinar os pontos de interseccao com os eixos coordenados
identificar algumas curvas de projeccao nos planos coordenados.



