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Introdu�c~aoDe entre os instrumentos que ajudam os gestores a tomar decis~oes, destacam-se aquelesque permitem fazer face a situa�c~oes de incerteza. O volume de vendas, os custos, qualquerresultado de uma ac�c~ao que se empreenda, raramente pode ser previsto com detalhe. Ofuturo �e sempre incerto, embora alguns resultados possam comhecer-se com mais certezado que outros. Nos casos em que a incerteza �e elevada, a ponto de pesar nas decis~oes,os modelos que ajudam os gestores a tomar decis~oes devem ser capazes de incluir estacomponente. Existem v�arias t�ecnicas que permitem entrar em linha de conta com a incertezaem modelos de suporte �a decis~ao. Aqui, ocupar-nos-emos das chamadas �arvores de decis~ao.1. Temas a serem abordados nesta li�c~ao: O estudo do assunto gen�erico desta li�c~ao,as �arvores de decis~ao, requer a introdu�c~ao pr�evia de alguns temas complementares. Assim,ao longo desta li�c~ao, abordar-se-~ao os seguintes t�opicos:1. Probabilidades e Valores Esperados.2. A Fun�c~ao Utilidade.3. �Arvores de Decis~ao.4. O valor da Informa�c~ao Perfeita.5. O valor da Informa�c~ao Imperfeita.Estes assuntos ser~ao organizados em dois corpos, o primeiro orientado para quest~oes geraise o seguinte para as mais espec���cas.2. Importância actual das �arvores de decis~ao: As �arvores de decis~ao têm sido umimportante meio de suporte a decis~oes nos mais variados campos, mas especialmente emiii



projectos de investimento e em planeamento �nanceiro ou de vendas. Por�em, nem por issose podem considerar muito populares entre os gestores. V�arias raz~oes est~ao na base destadecon�an�ca.3. Em primeiro lugar, a ideia do �optimo como crit�erio de decis~ao foi muito contestada noin��cio da d�ecada de oitenta em prestigiosas revistas de gest~ao. A raz~ao para tal contesta�c~aoresidia no facto de, em planeamento estrat�egico, o ganho de certas posi�c~oes e op�c~oes a longoprazo ser algo de capital mas que escapava a estes instrumentos. Nessa altura citou-secomo exemplo o caso da ind�ustria japonesa, contrapondo-o ao modo de planear ocidental.Acusou-se a simples procura do �optimo de ser um factor gerador de estreiteza de vistas j�aque, a�rmou-se, o lucro imediato n~ao deixava os gestores ver mais longe1.Estas cr��ticas vinham geralmente associadas com a rejei�c~ao de um NPV positivo (o factode o valor actual l��quido dos meios libertos pelo projecto ser positivo) como �unico crit�eriode aceita�c~ao de um empreendimento.4. Mas as raz~oes aduzidas pelo planeamento estrat�egico n~ao s~ao as �unicas a afastaremos gestores do uso de �arvores de decis~ao. Outro factor de descon�an�ca �e o facto de estat�ecnica exigir, para uma aplica�c~ao correcta, que o gestor perceba bem qual o papel dafun�c~ao utilidade quando os acontecimentos a planear se apresentam como �unicos. Quandoum gestor n~ao percebe a �nalidade objectiva dessa fun�c~ao, pode �car facilmente convencidode que os valores �optimos previstos pelo modelo s~ao arti�ciais e n~ao têm grande aplica�c~aopr�atica em projectos �unicos. Por sua vez, �e frequente que os analistas, ao porem demasiadoênfase na subjectividade da fun�c~ao utilidade, transmitam uma imagem distorcida desta.5. Hoje, existem condi�c~oes para que as �arvores de decis~ao ganhem de novo a importânciaque merecem, especialmente em projectos de investimento. Isto �ca a dever-se ao re�na-mento de estudos em planeamento estrat�egico, por exemplo os respeitantes ao pre�co doabandono de um projecto e �a quanti�ca�c~ao das op�c~oes e posi�c~oes, por meio da analogia com1Hayes, R. and Abernathy, W. Managing Our Way to Economic Decline. Harvard Business Review, Jul-Aug. 1980, pp. 67-77;Hayes, R. and Garvin, D. Managing As If Tomorrow Mattered. Harvard Business Review, May-Jun. 1982,pp. 71-79;Hodder, J. and Iggs, E. Pitfalls in Evaluating Risky Projects. Harvard Business Review, Jan-Feb. 1985,pp. 128-135. iv



o modo como as op�c~oes s~ao cotadas nos mercados de capitais (modelo de Black-Scholes)2.6. Al�em disso, o estudo de meios efectivos de p�os-processamento de �arvores de decis~ao comvistas a uma interpreta�c~ao mais f�acil e informativa do modelo, tem sido bastante descuidadocomo tema de investiga�c~ao. Existem hoje algoritmos capazes de tornar muito mais sugestivae �util qualquer �arvore de decis~ao. Trata-se apenas de aplic�a-los.7. Por isto tudo �e de esperar que as �arvores de decis~ao ganhem de novo um lugar emtarefas de planeamento. Elas s~ao a forma natural de descrever a decis~ao sequencial comincerteza e, pelo menos como base para elabora�c~ao posterior, n~ao h�a nada que as possasubstituir.8. Conhecimentos requeridos: Para al�em de no�c~oes de �nan�cas da empresa, esta li�c~aosup~oe o conhecimento e familiariedade com a no�c~ao de probabilidade e com os teoremasb�asicos a ela ligados, incluindo a regra de Bayes e a no�c~ao de probabilidade condicional,a-priori e a-posteriori.9. Bibliogra�a: Os livros citados a seguir encontram-se na biblioteca do ISCTE epodem servir para aprofundar conceitos. O primeiro deles tem um cariz pr�atico e abordaduma forma amena muitos problemas da teoria das decis~oes. Al�em disso, utiliza exemplosem IFPS, a linguagem de modela�c~ao �nanceira instalada nos laborat�orios do ISCTE. Osegundo �e mais sistem�atico e mais profundo. Pode ser usado como livro de texto.S. Bodily. Modern Decision Making. McGraw Hill, New York, 1985.H. Rai�a. Decision Analysis. Random House, New York, 1968.10. �E tamb�em recomend�avel a consulta de um excelente trabalho divulgador das �arvoresde decis~ao publicado na revista de gest~ao cuja cita�c~ao se segue. Esta revista �e assinada pelabiblioteca do ISCTE.2Kester, K. Today's Options for Tomorrow Growth. Harvard Business Review, Mar-Apr 1984, pp. 153-184.v



J. Magee. \Decision Trees for Decision Making". Harvard Business Review, July-August1964, pages 126{138, and \How to Use Decision Trees in Capital Investment", September1964, pages 79{96.11. Por �ultimo, para um maior aprofundamento podem tamb�em interessar os textos que aseguir se indicam. O primeiro �e uma colectânea de artigos versando os principais temas deinvestiga�c~ao em torno das �arvores de decis~ao, da fun�c~ao utilidade e m�etodos a�ns. O segundo�e um texto orientado para os problemas �nanceiros, com uma boa discuss~ao da fun�c~aoutilidade. O terceiro cont�em a descri�c~ao de um novo m�etodo para interpreta�c~ao de �arvoresde decis~ao em projectos de investimento. E o �ultimo explica como as �arvores de decis~ao,quando conjugadas com a no�c~ao de op�c~ao, podem ajudar a quanti�car a 
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De entre os instrumentos que ajudam os gestores a tomar decis~oes, destacam-se aquelesque permitem fazer face a situa�c~oes de incerteza. O volume de vendas, os custos, qualquerresultado de uma ac�c~ao que se empreenda, raramente pode ser previsto com detalhe. Ofuturo �e sempre incerto, embora alguns resultados possam comhecer-se com mais certezado que outros. Nos casos em que a incerteza �e elevada, a ponto de pesar nas decis~oes,os modelos que ajudam os gestores a tomar decis~oes devem ser capazes de incluir estacomponente. Existem v�arias t�ecnicas que permitem entrar em linha de conta com a incertezaem modelos de suporte �a decis~ao. Aqui, ocupar-nos-emos das chamadas �arvores de decis~ao.Temas a serem abordados nesta li�c~ao: O estudo do assunto gen�erico desta li�c~ao, as�arvores de decis~ao, requer a introdu�c~ao pr�evia de alguns temas complementares. Assim, aolongo desta li�c~ao, abordar-se-~ao os seguintes t�opicos:1. Probabilidades e Valores Esperados.2. A Fun�c~ao Utilidade.3. �Arvores de Decis~ao.4. O valor da Informa�c~ao Perfeita.5. O valor da Informa�c~ao Imperfeita.Estes assuntos ser~ao organizados em dois corpos, o primeiro orientado para quest~oes geraise o seguinte para as mais espec���cas.Importância actual das �arvores de decis~ao: As �arvores de decis~ao têm sido um impor-tante meio de suporte a decis~oes nos mais variados campos, mas especialmente em projectosde investimento e em planeamento �nanceiro ou de vendas. Por�em, nem por isso se podemconsiderar muito populares entre os gestores. V�arias raz~oes est~ao na base desta decon�an�ca.Em primeiro lugar, a ideia do �optimo como crit�erio de decis~ao foi muito contestada noin��cio da d�ecada de oitenta em prestigiosas revistas de gest~ao. A raz~ao para tal contesta�c~aoresidia no facto de, em planeamento estrat�egico, o ganho de certas posi�c~oes e op�c~oes a longoprazo ser algo de capital mas que escapava a estes instrumentos. Nessa altura citou-secomo exemplo o caso da ind�ustria japonesa, contrapondo-o ao modo de planear ocidental.1



Acusou-se a simples procura do �optimo de ser um factor gerador de estreiteza de vistas j�aque, a�rmou-se, o lucro imediato n~ao deixava os gestores ver mais longe3.Estas cr��ticas vinham geralmente associadas com a rejei�c~ao de um NPV positivo (o factode o valor actual l��quido dos meios libertos pelo projecto ser positivo) como �unico crit�eriode aceita�c~ao de um empreendimento.Mas as raz~oes aduzidas pelo planeamento estrat�egico n~ao s~ao as �unicas a afastaremos gestores do uso de �arvores de decis~ao. Outro factor de descon�an�ca �e o facto de estat�ecnica exigir, para uma aplica�c~ao correcta, que o gestor perceba bem qual o papel dafun�c~ao utilidade quando os acontecimentos a planear se apresentam como �unicos. Quandoum gestor n~ao percebe a �nalidade objectiva dessa fun�c~ao, pode �car facilmente convencidode que os valores �optimos previstos pelo modelo s~ao arti�ciais e n~ao têm grande aplica�c~aopr�atica em projectos �unicos. Por sua vez, �e frequente que os analistas, ao porem demasiadoênfase na subjectividade da fun�c~ao utilidade, transmitam uma imagem distorcida desta.Hoje, existem condi�c~oes para que as �arvores de decis~ao ganhem de novo a importânciaque merecem, especialmente em projectos de investimento. Isto �ca a dever-se ao re�na-mento de estudos em planeamento estrat�egico, por exemplo os respeitantes ao pre�co doabandono de um projecto e �a quanti�ca�c~ao das op�c~oes e posi�c~oes, por meio da analogia como modo como as op�c~oes s~ao cotadas nos mercados de capitais (modelo de Black-Scholes)4.Al�em disso, o estudo de meios efectivos de p�os-processamento de �arvores de decis~ao comvistas a uma interpreta�c~ao mais f�acil e informativa do modelo, tem sido bastante descuidadocomo tema de investiga�c~ao. Existem hoje algoritmos capazes de tornar muito mais sugestivae �util qualquer �arvore de decis~ao. Trata-se apenas de aplic�a-los.Por isto tudo �e de esperar que as �arvores de decis~ao ganhem de novo um lugar em tarefasde planeamento. Elas s~ao a forma natural de descrever a decis~ao sequencial com incertezae, pelo menos como base para elabora�c~ao posterior, n~ao h�a nada que as possa substituir.3Hayes, R. and Abernathy, W. Managing Our Way to Economic Decline. Harvard Business Review, Jul-Aug. 1980, pp. 67-77;Hayes, R. and Garvin, D. Managing As If Tomorrow Mattered. Harvard Business Review, May-Jun. 1982,pp. 71-79;Hodder, J. and Iggs, E. Pitfalls in Evaluating Risky Projects. Harvard Business Review, Jan-Feb. 1985,pp. 128-135.4Kester, K. Today's Options for Tomorrow Growth. Harvard Business Review, Mar-Apr 1984, pp. 153-184.2



Conhecimentos requeridos: Para al�em de no�c~oes de �nan�cas da empresa, esta li�c~aosup~oe o conhecimento e familiariedade com a no�c~ao de probabilidade e com os teoremasb�asicos a ela ligados, incluindo a regra de Bayes e a no�c~ao de probabilidade condicional,a-priori e a-posteriori.Bibliogra�a: Os livros citados a seguir encontram-se na biblioteca do ISCTE e podemservir para aprofundar conceitos. O primeiro deles tem um cariz pr�atico e aborda dumaforma amena muitos problemas da teoria das decis~oes. Al�em disso, utiliza exemplos emIFPS, a linguagem de modela�c~ao �nanceira instalada nos laborat�orios do ISCTE. O segundo�e mais sistem�atico e mais profundo. Pode ser usado como livro de texto.S. Bodily. Modern Decision Making. McGraw Hill, New York, 1985.H. Rai�a. Decision Analysis. Random House, New York, 1968.�E tamb�em recomend�avel a consulta de um excelente trabalho divulgador das �arvores dedecis~ao publicado na revista de gest~ao cuja cita�c~ao se segue. Esta revista �e assinada pelabiblioteca do ISCTE.J. Magee. \Decision Trees for Decision Making". Harvard Business Review, July-August1964, pages 126{138, and \How to Use Decision Trees in Capital Investment", September1964, pages 79{96.Por �ultimo, para um maior aprofundamento podem tamb�em interessar os textos que aseguir se indicam. O primeiro �e uma colectânea de artigos versando os principais temas deinvestiga�c~ao em torno das �arvores de decis~ao, da fun�c~ao utilidade e m�etodos a�ns. O segundo�e um texto orientado para os problemas �nanceiros, com uma boa discuss~ao da fun�c~aoutilidade. O terceiro cont�em a descri�c~ao de um novo m�etodo para interpreta�c~ao de �arvoresde decis~ao em projectos de investimento. E o �ultimo explica como as �arvores de decis~ao,quando conjugadas com a no�c~ao de op�c~ao, podem ajudar a quanti�car a 
exibilidade dosprojectos.G. Kaufman. Modern Decision analysis. Pinguin Books, UK, 1977.C. Haley and L. Schall. The Theory of Financial Decisions. McGraw Hill, New York,1979. 3
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Cap��tulo 1Valores Esperados e UtilidadeNeste cap��tulo vai-se aprender a calcular o lucro esperado quando o resultado de uma decis~aopor parte de um gestor �e um desenlace incerto de entre v�arios poss��veis. Tamb�em se abordar�ao problema das decis~oes n~ao repetitivas. Por �m, introduzir-se-�a muito sumariamente ano�c~ao de utilidade e descrever-se-�a a forma de determin�a-la em cada caso concreto. Estesconceitos servir~ao depois, na segunda parte desta li�c~ao, para explorar as t�ecnicas conhecidaspelo nome de �arvores de decis~ao.1.1 Decis~ao e DesenlacesUm gestor est�a a pensar fabricar e vender um novo produto. Ele sabe que esse neg�ociopode originar um desenlace de entre três poss��veis: se a procura do produto for baixa, ospreju��zos s~ao de 4.000 milhares (uma dada unidade monet�aria). Se a procura for m�edia, olucro �e de 3.000; por �ultimo, se a procura for alta, o lucro ser�a de 6.000. A verosimilhan�cade cada desenlace �e tamb�em conhecida.O gestor tem de resolver se sim ou n~ao ir�a fazer o neg�ocio. Este acto �e um exemplodaquilo a que se chama uma decis~ao. As decis~oes que os gestores enfrentam s~ao semelhantesao lan�camento de dados ou ao jogo da roleta: antes de jogar, o jogador pode resolver n~aojogar. Mas uma vez lan�cados os dados s�o lhe resta esperar pelo desenlace.Para tomar uma decis~ao �a qual se seguem desenlaces incertos, o gestor tem ao seu disporos seguintes dados:O n�umero de desenlaces. O lan�camento de dados tem seis poss��veis desenlaces. Umdeles ter�a for�cosamente que acontecer. Mas o jogo da \moeda ao ar" tem dois. O5



n�umero total de desenlaces poss��veis �e usado, juntamente com a verosimilhan�ca decada desenlace, para calcular a incerteza da decis~ao.A verosimilhan�ca de cada desenlace. Certos desenlaces s~ao muito prov�aveis e outrospouco. Quando os desenlaces associados a uma decis~ao s~ao incertos, a verosimilhan�cade cada um deles pode geralmente ser conhecida. Existem muitas maneiras de ex-pressar verosimilhan�ca. A mais popular �e o uso de probabilidades. As probabilidadesobtêm-se atrav�es da an�alise da experiência passada.O valor de cada desenlace. O lucro ou preju��zo que cada poss��vel desenlace origina podetamb�em ser muito variado. Desenlaces h�a que trazem lucros elevados ao passo queoutros originam preju��zos. N~ao �e o mesmo arriscar um milh~ao ou arriscar mil.Conhecendo estes três dados o gestor sabe tudo o que �e poss��vel saber-se acerca da decis~aoque tem que tomar. A di�culdade est�a em interpretar tais dados de forma que eles lhemostrem qual a decis~ao aconselh�avel.1.2 C�alculo do Valor EsperadoQuando �e poss��vel conhecerem-se as probabilidades associadas a cada desenlace, podecalcular-se o Valor Esperado de uma decis~ao. O valor esperado �e o valor a que em m�ediaessa decis~ao conduz. Suponha-se que uma dada decis~ao pode ter dois poss��veis desenlaces,A ou B. O desenlace A signi�caria um lucro de 5.000 e o desenlace B um lucro de 6.000. Masa probabilidade de que A aconte�ca �e de 8=10 (e portanto a probabilidade de B acontecer �e1� 8=10 = 2=10). Qual ser�a o valor esperado dessa decis~ao?Uma vez que a probabilidade de 8=10 associada a um desenlace signi�ca que �e esper�avelque 8 ocorrências em cada 10 originem esse desenlace, e semelhantemente para a probabili-dade de 2=10, n~ao h�a d�uvida de que, em m�edia, o valor monet�ario da decis~ao de correr esterisco ser�a: VALOR ESPERADO = 5:000� 810 + 6:000� 210= 4:000 + 1:200= 5:200O valor esperado �e portanto a m�edia, ponderada pelas probabilidades, dos lucros ou pre-ju��zos de cada desenlace. Quando um gestor tiver que decidir entre diversas alternativas,cada uma delas com o seu conjunto de desenlaces poss��veis, ele deve escolher aquela que lhe6



ofere�ca o maior valor esperado. Se assim �zer, ter�a a garantia de que, em m�edia, os seuslucros ser~ao tamb�em os maiores poss��veis.Suponhamos que existem duas alternativas, o \Projecto X" e o \Projecto Y", e o gestordeve escolher uma delas. Os desenlaces associados a cada alternativa s~ao:PROJECTO X PROJECTO YProbabilidade Lucro Probabilidade Lucro8=10 5.000 1=10 (2.000)2=10 6.000 2=10 5.0006=10 7.0001=10 8.000Para que possa tomar uma decis~ao correcta, o gestor deve calcular os valores esperadosde cada um dos projectos e optar depois por aquele que lhe oferece um maior valor esperado.Vejamos qual deles seria neste caso o escolhido.Proj. X: Proj. Y:Prob. Lucro V. Esp. Prob. Lucro V. Esp.8=10 � 5:000 = 4:000 1=10 � (2:000) = (200)2=10 � 6:000 = 1:200 2=10 � 5:000 = 1:0006=10 � 7:000 = 4:2001=10 � 8:000 = 800Total = 5:200 Total = 5:800Portanto, a alternativa a privilegiar seria o \Projecto Y" j�a que o seu valor esperado �esuperior ao do \Projecto X".Resumo. O valor esperado E(x) decorrente de uma decis~ao envolvendo N poss��veis de-senlaces ser�a calculado pela f�ormulaE(x) = NXi=1 xi � pionde xi e pi s~ao, respectivamente, o valor e a probabilidade associados com o desenlace i.E(x) �e portanto o valor que se obteria em m�edia quando a mesma decis~ao fosse tomadamuitas vezes.Perante a necessidade de escolher entre as alternativas 1; � � � ; j; � � � ;M , o crit�erio �e:Escolher a alternativa j tal que Ej(x) = max7



Ver-se-�a a seguir que o crit�erio do valor esperado, tamb�em conhecido pelo nome de crit�erioBayesiano, n~ao pode ser aplicado com toda a generalidade.1.3 O Crit�erio do Valor Esperado e as Decis~oes RepetitivasNo exemplo dado anteriormente, a preferência do projecto Y sobre X, ditada como est�apelo crit�erio do valor esperado, n~ao deixaria convencido todo e qualquer gestor. De facto,o desenlace pior poss��vel no caso de X �e um lucro de 5.000 ao passo que quem escolhe oprojecto Y pode incorrer em perdas de 2.000. Alguns gestores prefeririam um lucro certo,embora modesto, ao risco de terem preju��zos.Por outro lado, no caso de Y, existem 70% de hip�oteses de que o lucro seja de 7.000 oumais. Este valor �e bastante tentador. Nenhum desenlace do projecto X se aproxima de tallucro. Alguns gestores quereriam certamente arriscar, tanto mais que uma probabilidadede 70% parece tornar tal lucro veros��mil.O que transparece nas observa�c~oes acima �e o facto de, perante decis~oes �unicas, o crit�eriodo valor esperado deixar de ser convincente. De facto, uma vez que a decis~ao sobre a escolhado projecto X ou Y tem que ser feita uma s�o vez e o desenlace que se seguir, qualquer queele seja, tamb�em acontecer�a uma s�o vez, n~ao parece que um valor esperado | que �e o lucroobtido em m�edia se a decis~ao fosse repetida muitas vezes | possa satisfazer como crit�eriode decis~ao.Claro que nos problemas em que os desenlaces n~ao s~ao �unicos | acontecem mais do queuma vez | o crit�erio do valor esperado �e o adequado. Por exemplo, suponhamos que umdirector de vendas est�a a tentar decidir se ir�a ou n~ao organizar um grupo de vendas pelotelefone composto de dez pessoas. Os custos �xos de tal grupo seriam de 80.000 e os custosvari�aveis seriam 5% das vendas. Os custos vari�aveis de produ�c~ao s~ao 65% das vendas. Oaumento esperado no volume de vendas anual por cada um destes dez vendedores seriaincerto. A verosimilhan�ca de cada poss��vel hip�otese de aumento �e:Probabilidade Incr. Volume de Vendas4=10 20.00035=100 30.00025=100 45.000O volume de vendas atingido por um qualquer membro do grupo �e independente dovolume de vendas alcan�cado pelos outros nove.8



Uma vez que existem dez vendedores, o volume de vendas pode ser previsto por meiodo crit�erio do valor esperado. E da mesma forma, o facto de este conjunto de desenlacesposs��veis se repetir todos os anos, tamb�em far�a com que o volume de vendas seja aqueleque, em m�edia, �e atingido.O valor esperado das vendas por vendedor ser�a:Probabilidade Vendas Valor Esperado4=10 � 20:000 = 8:00035=100 � 30:000 = 10:50025=100 � 45:000 = 11:250Total = 29:750Portanto, cada vendedor ir�a aumentar as vendas de 29.750 em m�edia.Uma vez que os encargos vari�aveis s~ao 65% + 5% = 70% das vendas, restam 30% paracobrir os custos �xos. 30% de 29.750 s~ao 8.925 por vendedor. Dez vendedores conseguir~ao,em m�edia, um lucro de 89.250. Isto cobre os 80.000 de custos �xos. Portanto, existe umlucro incremental de 9.250 e a decis~ao �e de tomar.Se todos os dez vendedores conseguissem apenas vender 20.000 extra, o projecto iriaperder 20.000 ao �m de um ano. Por�em, a verosimilhan�ca de tal eventualidade �e m��nima.De facto, como �e sabido, a verosimilhan�ca de mais de um desenlace independente podecalcular-se multiplicando as verosimilhan�cas individuais de cada um deles.Havendo dez vendedores, como P (1; 20:000) = 410 ela seria: P (10; 20:000) = � 410�10o que d�a menos de um cent�esimo por cento. Como se vê, onde quer que existam desenlacesrepetidos, a tendência para que os valores obtidos sejam, em m�edia, pr�oximos dos esperados�e muito forte.Resumo. O crit�erio do valor esperado deve usar-se sempre que as decis~oes que conduzema desenlaces incertos s~ao repetitivas. Isto acontece, quer quando o n�umero de sujeitosenvolvidos �e mais do que um, quer quando o desenlace �e obtido para mais de um per��odo.Desvios em rela�c~ao ao valor esperado ser~ao tanto menos prov�aveis quanto maior for arepeti�c~ao. 9



1.4 A Fun�c~ao UtilidadeConsideremos a seguinte tabela de incerteza para um dado projecto:Resultado Probabilidade Meios LibertosSucesso 8=10 100.000Insucesso 2=10 (200.000)O valor esperado �e 100:000� 810 + (�200:000)� 210 = 40:000Embora o valor esperado seja positivo, h�a duas hip�oteses em dez de que o neg�ocio leve aperdas de 200.000. Um desenlace deste tipo teria consequências s�erias para a viabilidadede muitas empresas. Se as perdas de 200.000 forem inaceit�aveis, ter-se-�a que desistir doneg�ocio. Por outras palavras, o crit�erio do valor esperado deixou de fazer sentido.Comparemos agora o projecto acima com um outro onde os meios libertos fossem exac-tamente iguais �a quarta parte dos anteriores:Resultado Probabilidade Meios LibertosSucesso 8=10 25.000Insucesso 2=10 (50.000)O valor esperado �e agora 10.000. O mesmo gestor que rejeitou o primeiro projectopoderia agora decidir aceitar este. Um preju��zo de 50.000, embora s�erio, pode n~ao serdesastroso para algumas empresas. Para este gestor, uma perda de 200.000 �e muito maisde quatro vezes pior do que a perda de 50.000. A primeira levaria �a liquida�c~ao da empresaao passo que a segunda n~ao inviabilizaria uma recupera�c~ao.Existe uma forma tradicional de incorporar o problema acima nos crit�erios para a tomadade decis~oes. Consiste em calcular os valores esperados, n~ao em termos de dinheiro mas deutilidade. A utilidade �e uma vari�avel nova que mede o efeito real de um ganho ou de umaperda na economia de uma empresa.Consideremos o gr�a�co da �gura 1. Este gr�a�co pode ser usado para converter dinheiroesperado (em abcissas) em utilidade para uma dada empresa. A linha recta a 45o indica alinha de indiferen�ca. Se tal linha fosse a fun�c~ao utilidade de uma empresa, seria indiferenteusar dinheiro esperado ou utilidade como crit�erio de decis~ao. Nesse caso era for�coso concluirque, para tal empresa, o montante dos meios libertos incertos n~ao afectava as decis~oes.10
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���������������"""!!!!����(((((((((��������%%Figura 1: A fun�c~ao Utilidade permite medir o efeito real de um ganho ou de uma perda.Por�em, em regra, a fun�c~ao utilidade n~ao �e uma linha recta. A �gura 1 mostra um casobastante t��pico de forma da fun�c~ao utilidade. Por ela pode ver-se que as perdas em utilidades~ao maiores do que as perdas em dinheiro correspondentes; e os ganhos em utilidade s~aomenores do que os ganhos em dinheiro. Perdas de 40.000 têm uma utilidade de -1, o que�e um n��vel de aceitabilidade moderado, ao passo que as perdas da ordem dos 200.000 têmuma utilidade negativa, muito severa, de -5.Pode a princ��pio julgar-se estranho que, no caso dos ganhos, a utilidade seja tamb�emmenor do que o dinheiro esperado. Isto est�a relacionado com o tamanho da empresa e coma verosimilhan�ca de ganhos ou perdas elevados para a dimens~ao de cada projecto.Vamos agora ver o que aconteceria ao projecto discutido acima quando o crit�erio dautilidade esperada fosse usado em vez do anterior crit�erio do lucro esperado:Prob. Meios Libertos Utilidade Utilidade Esperada8=10 100:000 1 8=102=10 (200:000) �5 �1Total: � 2=10Uma vez que o projecto tem uma utilidade negativa, ele seria rejeitado. Portanto, o usoda fun�c~ao utilidade pode corrigir, em certa medida, a incapacidade do crit�erio do valoresperado para apoiar decis~oes n~ao repetitivas.Note-se que, sempre que as decis~oes forem repetitivas, o crit�erio da utilidade esperadadever�a degenerar no do valor esperado. S�o faz sentido usar utilidade em vez de dinheiroquando as decis~oes s~ao �unicas. 11



Qual �e a base para estabelecer uma rela�c~ao entre dinheiro esperado e utilidade? Estabase s�o pode ser o interesse da empresa, a sua dimens~ao e pol��tica, vistos pelos olhos dogestor. Portanto, a descoberta da fun�c~ao utilidade apropriada a um problema de decis~aoexige a objectiva�c~ao, por parte do gestor, de algo que geralmente as pessoas n~ao est~aohabituadas a objectivar: aquilo que, no seu ponto de vista, �e o risco aceit�avel para um lucroesperado.O m�etodo geralmente empregue para determinar a fun�c~ao utilidade consiste em usarJogos de referência, os quais s~ao comparados com o lucro e o risco de cada desenlace. Osjogos de referência têm apenas dois desenlaces. O analista come�ca por determinar o pior eo melhor dos desenlaces poss��veis no projecto em estudo. Ao pior, ele atribui uma utilidadede zero. Ao melhor, uma utilidade de 1 (pode usar-se qualquer outra escala, por exemplo0 a 100 ou -5 a +5, como no caso descrito acima). Depois, o analista p~oe o gestor perantea seguinte quest~ao: se tivesse que escolher entre um lucro certo e um jogo de \moeda oaar" em que, se sa��sse \caras", ganhava o valor correspondente ao melhor desenlace do seuprojecto mas se sa��sse \coroas" perdia o equivalente ao pior dos desenlaces, qual seria ovalor desse tal lucro certo que o faria desistir do jogo?Ao responder a esta pergunta o gestor �e obrigado a determinar qual o valor que d�a aojogo. Esse valor �e conhecido pelo nome de valor certo equivalente a desenlaces incertos. Aincerteza, neste caso, vem dada pelas probabilidades de sair caras ou coroas: 1=2. Portanto,o valor certo equivalente tem uma utilidade de 1=2. O analista iria marcar na curva deutilidade o valor 1=2 como correspondendo ao lucro certo equivalente (numa escala de 0 a100 usar-se-ia 50; numa escala de -5 a +5 usar-se-ia o valor zero).Agora o analista j�a tem três pontos da curva de utilidade. Para achar outros, bastarepetir a pergunta usando a metade superior e a inferior e depois, se for preciso, os quatroquartos. Vejamos um exemplo.Num projecto cujo melhor e pior desenlaces s~ao 40.000 e (10.000) respectivamente, oanalista come�caria por determinar qual o lucro certo que levaria a �rma a desistir de umjogo de moeda ao ar em que, se sa��sse caras ganharia 40.000 mas se sa��sse coroas perderia10.000. Se este lucro fosse 5.000, uma utilidade de 1=2 corresponderia a 5.000. Depois, oanalista determinaria o lucro certo equivalente a um jogo de moeda ao ar com 40.000 depr�emio e 5.000 de penaliza�c~ao. Se tal lucro certo fosse 18.000, o lucro de 18.000 teria autilidade de 3=4. Por �ultimo, o analista acharia o lucro certo equivalente a um jogo comum pr�emio de 5.000 e uma penaliza�c~ao de 10.000. Se a empresa s�o jogasse tal jogo caso12
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Figura 2: Determina�c~ao da rela�c~ao utilidade-lucro para um projecto.recebesse de antem~ao 5.000, o valor certo equivalente seria de (5.000) e esse seria tamb�emo valor correspondente a uma utilidade de 1=4: a empresa pagaria para se livrar do jogo.O analista est�a agora de posse de cinco pontos que de�nem a curva de utilidade daempresa para o projecto em estudo. Esses pontos, e a respectiva representa�c~ao gr�a�ca,encontram-se na �gura 2. A curva sobreposta aos pontos pode obter-se por simples inter-pola�c~ao.Deste modo, conseguiu-se estabelecer a rela�c~ao entre dinheiro e utilidade, baseada norisco equivalente. Note-se que a posi�c~ao do eixo das abcissas relativamente ao das ordenadas�e arbitr�aria. Isto decorre do facto da escala usada para medir utilidade ser, ela pr�opria,arbitr�aria. Na �gura 2 esse facto foi posto em relevo por meio do deslocamento do pontode utilidade zero em rela�c~ao ao ponto de lucro zero.Resumo. Nas decis~oes que n~ao se repetem, o simples crit�erio do valor esperado deve sersubstitu��do pelo crit�erio da utilidade esperada. A fun�c~ao utilidade descreve, idealmente, arela�c~ao existente entre risco e dinheiro ganho no caso concreto de uma empresa.O lucro certo equivalente �e o valor m��nimo pelo qual uma empresa estaria disposta avender uma oportunidade de neg�ocio arriscada, traduz��vel num jogo de moeda ao ar ondeestivessem em causa o lucro m�aximo e a pior perda desse neg�ocio.13



1.5 Atitudes Perante o RiscoUma caracter��stica valiosa da fun�c~ao utilidade �e a de permitir ao gestor distinguir entreexpectativas e preferências. Passa a ser poss��vel discutir separadamente a validez das pre-vis~oes e a dos crit�erios a adoptar perante o risco. Uma expectativa acerca do futuro �egeralmente expressa por meio de probabilidades; mas tais medidas podem ser objecto decontrov�ersia ou revis~ao no seio da empresa. N~ao existindo a fun�c~ao utilidade, a cada reajusteda verosimilhan�ca dos desenlaces teria que seguir-se uma nova discuss~ao sobre o interessedo projecto.Uma preferência, crit�erio ou pol��tica da empresa em face do risco pode, com a existênciada utilidade, ser discutida em termos dessa mesma utilidade, independentemente da validadeou acerto das probabilidades encontradas. A utilidade torna objectiv�avel o crit�erio de umaempresa perante o risco. V~ao-se descrever brevemente os principais crit�erios perante o risco.A diferen�ca entre o valor esperado do jogo e o valor certo equivalente chama-se o pr�emiodo risco. Se uma empresa se mostra indiferente entre receber 1.000 ou atirar uma moedaao ar e arriscar-se a ganhar 10.000 ou a perder 5.000, o pr�emio do risco para esse ponto dasua fun�c~ao utilidade �e�12 � 10:000� 12 � 5:000�� 1:000 = 2:500� 1:000 = 1:500Para tal empresa, um lucro certo de 1.000 �e t~ao tentador como um lucro esperado masincerto de 2.500. O pr�emio do risco �e portanto o dinheiro de que uma empresa est�a dispostaa abrir m~ao para evitar o risco de perder.Quando o pr�emio do risco de uma empresa �e sempre positivo para jogos com qualquerparada, diz-se que a sua pol��tica mostra avers~ao ao risco. Neste caso, quanto maior for opr�emio do risco exigido para aceitar um jogo, maior �e a avers~ao. Quando, pelo contr�ario, ovalor certo equivalente excede o valor monet�ario esperado | e portanto o pr�emio do risco �enegativo |, diz-se que a pol��tica de uma empresa �e a�m ao risco. Ainda pode dar-se o casode um gestor ou uma empresa serem indiferentes ao risco, quando o valor certo equivalenteiguala o valor esperado. Em tal caso, a fun�c~ao utilidade seria desnecess�aria.A fun�c~ao utilidade �e côncava no caso de avers~ao ao risco e convexa quando existea�nidade. Havendo indiferen�ca, a utilidade �e uma linha recta. A �gura 3 ilustra estastrês possibilidades.N~ao h�a raz~ao para que uma empresa n~ao seja avessa ao risco numa regi~ao da sua fun�c~aoutilidade e a�m em outra. Por exemplo, uma curva em S mostraria avers~ao ao risco para14



-6 -6 -6�����������((( ����������� ((((���,,,�����Avers~ao ao risco Indiferen�ca ao risco A�nidade ao riscoUtil. Valor Valor ValorUtil. Util.Figura 3: A forma da fun�c~ao utilidade em cada uma das três atitudes perante o risco.montantes elevados e a�nidade para montantes pequenos. A maioria das empresas, por�em,tendem a ser avessas ao risco perante qualquer montante que esteja em jogo. H�a uma boaraz~ao para isso: se uma empresa fosse a�m ao risco em todos os seus projectos, perderiadinheiro | em m�edia | j�a que estaria a pagar, v�arias vezes seguidas, mais do que o valoresperado desses projectos. A longo prazo, a a�nidade ao risco conduz �a ru��na.Quando numa empresa a avers~ao ao risco �e a mesma, seja qual for o montante em jogo,a fun�c~ao utilidade �e logar��tmica. Diz-se neste caso que existe uma avers~ao constante aorisco. O caso mais comum �e por�em a avers~ao decrescente. D�a-se quando o pr�emio do riscodecresce regularmente com jogos que s~ao idênticos excepto no facto de que se vai somandoum valor constante ao desenlace. A pr�oxima tabela ilustra este tipo de avers~ao decrescente.Desenlace Valor Esperado Valor Certo Equivalente Pr�emio do Risco(10.000), 0 (5.000) (6.339) 13390, 10.000 5.000 4.365 63510.000, 20.000 15.000 14.580 42020.000, 30.000 25.000 24.686 314A equa�c~ao capaz de modelar uma utilidade deste tipo �eUtilidade = log ( valor monet�ario + A )em que A estabelece o grau de avers~ao ao risco. Um A elevado signi�ca menor avers~ao.Muitos investidores parecem reger-se pelo crit�erio acima. Isto pode ter uma explica�c~ao nofacto de a riqueza tornar as pessoas menos cautelosas e mais propensas a arriscar mas n~aoa ponto de as transformar em a�ns ao risco.Resumo. H�a três atitudes perante o risco: avers~ao, a�nidade e indiferen�ca. Nas empresas,a mais corrente �e a avers~ao. Uma fun�c~ao utilidade de forma côncava indica avers~ao ao risco.15



O tipo mais comum de avers~ao ao risco �e a avers~ao decrescente logar��tmica.
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Cap��tulo 2�Arvores de Decis~aoAs �arvores de decis~ao s~ao diagramas capazes de enumerar todas as possibilidades l�ogicas deuma sequência de decis~oes e ocorrências incertas. Elas mostram esquematicamente todo oconjunto de ac�c~oes alternativas e acontecimentos poss��veis ao longo de um projecto.2.1 O Elemento B�asico de Uma �Arvore de Decis~aoAo ser introduzido o crit�erio do m�aximo valor esperado (sec�c~ao 1.2), fez-se alus~ao a umproblema que j�a continha o elemento b�asico de qualquer �arvore de decis~ao. Nessa alturasupôs-se que um gestor era chamado a decidir qual das duas alternativas, o \Projecto X" ouo \Projecto Y", deveria ser escolhida. Os desenlaces incertos associados a cada uma destasalternativas podem ver-se na �gura 4, na p�agina 18.A �arvore de decis~ao correspondente a este problema seria a que aparece na mesma �gura,em baixo. Cada uma das poss��veis decis~oes que o gestor pode tomar �e um \ramo" desta�arvore. Estes, por sua vez, dividem-se em \folhas", cada uma contendo um dos poss��veisdesenlaces incertos. O conjunto forma portanto uma estrutura hier�arquica onde �ca esque-maticamente representado o universo de decis~oes e desenlaces que o gestor enfrenta.As �arvores de decis~ao podem ser muito complexas em estrutura mas s~ao sempre feitasa partir de três elementos simples, j�a presentes no caso que a �gura 4 documenta. Esseselementos s~ao:Uma estrutura hier�arquica: Chama-se estrutura hier�arquica �aquela em que existe ums�o tronco principal do qual saem os ramos. Cada ramo, por sua vez, �e uma pequenaestrutura hier�arquica. Este tipo de estrutura decorre do facto de as �arvores de decis~ao17



Projecto �������� 5.0006.000(2.000)8.000\X"\Y" (8=10)(2=10)(1=10)(1=10)     ````̀!!!!!! aaaaaa !!!!!PPPPP((((( hhhhh 5.0007.000 (6=10)(2=10)Projecto X Projecto YProbabilidade Lucro Probabilidade Lucro8=10 5.000 1=10 (2.000)2=10 6.000 2=10 5.0006=10 7.0001=10 8.000Figura 4: Um elemento b�asico de qualquer �arvore de decis~ao. A uma decis~ao de um gestor(\X" ou \Y") segue-se um desenlace incerto de entre os poss��veis. As probabilidades asso-ciadas a cada um destes desenlaces aparecem entre parêntesis.descreverem sequências de acontecimentos no tempo. Os primeiros condicionam osseguintes.Uma colec�c~ao de atributos: Nos pontos onde o tronco se divide ou onde os ramos sesub-dividem, aparecem as vari�aveis do problema, isto �e, os factores conhecidos comocapazes de in
uenciar o desenlace. Estes atributos s~ao de dois tipos:Decis~oes que o gestor pode vir a tomar numa dada altura. S~ao geralmente repre-sentadas por rectângulos. Na �arvore da �gura 4, existe um atributo que �e umadecis~ao: A escolha entre o projecto X ou Y.Ocorrências, tamb�em conhecidas como \jogadas da natureza", que s~ao aconteci-mentos incertos (podem ser uma entre v�arias hip�oteses) que o gestor n~ao do-mina mas acerca dos quais conhece as probabilidades de ocorrência. Costumamrepresentar-se por meio de um circulo. Na �gura 4, existem dois atributos ques~ao ocorrências ou jogadas da natureza e que se seguem �a tomada de uma decis~aopor parte do gestor.Uma colec�c~ao de desenlaces: Cada desenlace tem um valor associado, o lucro ou perdaque o gestor enfrenta se ele se der. Na �gura 4 existem seis poss��veis desenlaces erespectivos valores. 18



Qualquer problema de decis~ao sequencial pode caracterizar-se por estes três elementos. Oprimeiro deles, a estrutura hier�arquica, determina a complexidade aparente do problema.2.2 C�alculo do Valor Esperado em �Arvores de Decis~aoUma �arvore de decis~ao permite usar os crit�erios descritos na primeira parte desta li�c~ao,mas com generalidade. O gestor deixa de estar con�nado a problemas simples, com poucosatributos. Por mais complicados que pare�cam as estruturas de decis~ao, os princ��pios s~aoidênticos aos vistos na primeira parte deste estudo. As �arvores de decis~ao servem parafacilitar o estudo l�ogico do problema e os c�alculos, mas n~ao introduzem modi�ca�c~oes nosprocedimentos e racioc��nios pr�oprios destes problemas.Uma empresa tem em estudo um novo produto do qual os gestores esperam grandescoisas. De momento, eles têm duas poss��veis ac�c~oes a seguir: fazerem um teste de venda doproduto, ou abandon�a-lo. Se resolvem test�a-lo, isto custar-lhes-�a 100.000 e a resposta dop�ublico pode ser positiva ou negativa, com probabilidades de 6=10 e 4=10 respectivamente.Se se der uma resposta positiva, ent~ao os gestores ter~ao que decidir se abandonam aprodu�c~ao ou o produzem em grande escala. No caso de decidirem produzir em grande escala,a resposta do p�ublico pode ser baixa, m�edia ou alta, com probabilidades 2=10, 5=10 e 3=10respectivamente. Uma resposta baixa iria cifrar-se em perdas de 200.000. Uma respostam�edia originaria lucros de 200.000. E uma resposta elevada criaria lucros de 1.000.000.Se o resultado do teste de mercado �e negativo, os gestores j�a decidiram que abandonariamo produto. Onde quer que os gestores decidam abandonar o produto, h�a sempre um lucrode 50.000 por venda de material.Todos os valores apresentados encontram-se j�a descontados: s~ao valores actuais.A �arvore de decis~ao correspondente �a descri�c~ao acima encontra-se na �gura 5 na p�agina 20.Ela vai-nos permitir ilustrar o m�etodo de c�alculo do valor esperado. Tal m�etodo consistesimplesmente em, a partir dos desenlaces, ir calculando os valores esperados interm�ediosat�e chegar ao tronco.Assim, neste caso, o valor esperado para o atributo F ser�a calculado com base nos19



������XXXXXX����������� DA �����������������XXXXXX 1.000200(200) 210510310F36050 G: Abandonar50 E: AbandonarB 23661041050 C: Abandonar
Lan�camento de um novo produto hhhhhhhhhhhhhhFigura 5: �Arvore de decis~ao para o lan�camento de um novo produto.desenlaces: Probabilidade Valor Esperado3=10 � 1:000:000 = 300:0005=10 � 200:000 = 100:0002=10 � (200:000) = (40:000)Total G: = 360:000Agora v~ao-se calcular para tr�as os restantes valores esperados. Uma vez que o valor doabandono �e 50.000, o valor esperado em F �e maior. Portanto, a decis~ao a tomar em D �e ade avan�car com a produ�c~ao em massa. E sendo assim, o valor esperado em D �e o mesmoque em F.O atributo B �e uma jogada da natureza. Os desenlaces interm�edios s~ao uma procurafraca do produto que est�a a ser testado | o que originaria o seu abandono | ou umaprocura elevada, o que originaria um valor de 360.000 | o valor esperado da sua produ�c~aoem massa. Vamos calcular o valor esperado da forma habitual.Probabilidade Valor Esperado6=10 � 360:000 = 216:0004=10 � 50:000 = 20:000Total B: = 236:000Portanto, a decis~ao aconselhada pela �arvore | quando o crit�erio usado �e o do valormonet�ario esperado | �e de avan�car com o teste j�a que o valor esperado do ramo A-B�e de 136.000 (236.000, subtra��do do custo do teste) ao passo que o valor do ramo A-C �eapenas de 50.000. O gestor, nesta fase, tem a liberdade de decidir se sim ou n~ao aceita oresultado desta an�alise. Depois de decidir testar, poder�a sempre abandonar o produto se aprocura n~ao for encorajadora. Nesse caso ele iria perder menos 50.000 do que os preju��zos.20



Recorde-se que o crit�erio do valor esperado �e de discut��vel interesse quando as decis~oesn~ao s~ao repetitivas. Estudando atentamente o m�etodo seguido no caso acima, �ca claro queos valores esperados n~ao representam nada de real e n~ao ser~ao atingidos nunca. S�o quandoos percursos descritos pela �arvore de decis~ao s~ao trilhados v�arias vezes, ir�a o gestor obter,em m�edia, os valores semelhantes aos esperados.Como vimos, o uso de utilidade em vez de dinheiro pode, em certa medida, mitigareste problema. As �arvores de decis~ao que usam utilidade calculam-se da mesma forma.Apenas os desenlaces s~ao expressos em utilidadade e n~ao em dinheiro. Como consequência,os valores esperados interm�edios vir~ao tambem em utilidade. O exemplo seguinte ilustra ouso da fun�c~ao utilidade em �arvores de decis~ao.Um agricultor tem que decidir se aceita ou rejeita um contrato segundo o qual os seuslucros ir~ao depender da qualidade da colheita em duas zonas, A e B. A sua �arvore de decis~aoencontra-se na �gura 7 (p�agina 23).�E f�acil de ver que a decis~ao de aceitar o contrato tem um valor esperado de 33.500 aopasso que a decis~ao de rejeit�a-lo tem um valor esperado de 35.100. Portanto, parecia que oagricultor n~ao deveria aceitar o contrato.Mas o agricultor n~ao est�a satisfeito. Ele pensa que n~ao faz sentido neste caso tomardecis~oes com base em valores m�edios uma vez que as colheitas a que o contrato se referes�o v~ao acontecer nesse ano. Assim, o analista encarregado do estudo resolve determinar afun�c~ao utilidade do agricultor para essa situa�c~ao.Depois de aplicar a t�ecnica descrita na primeira parte desta li�c~ao, o analista �ca deposse da fun�c~ao utilidade descrita pela �gura 6 na p�agina 22.A �arvore de decis~ao �e de novo calculada mas agora, em vez dos desenlaces serem expressosem dinheiro, s~ao-no em utilidade. Como se vê pela �gura 8 (na p�agina 24) a ac�c~ao commais utilidade esperada �e agora aceitar o contrato.O uso da utilidade sugere, neste caso, a decis~ao oposta �a do valor esperado. Isto deve-se�a forma avessa ao risco da utilidade do agricultor, o que faz com que a rejei�c~ao do contrato,mais arriscada, seja penalizada mais fortemente do que a aceita�c~ao. Note-se que, apesar dautilidade parecer muito semelhante, os lucros certos equivalentes para cada alternativa têmum valor monet�ario bem diferente.Resumo: As �arvores de decis~ao comp~oem-se de estrutura hier�arquica, que pode ser sim-ples ou complexa; atributos, que podem ser decis~oes ou jogadas da natureza; e desenlaces,21
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2010Figura 6: Fun�c~ao utilidade que re
ecte a rela�c~ao risco - lucros no caso de um agricultor.que podem ser discretos ou de evolu�c~ao cont��nua.O valor esperado dos lucros ou da utilidade calcula-se resolvendo a �arvore no sentidoinverso ao desenrolar dos acontecimentos. Este m�etodo pode ajudar a decidir qual o movi-mento do gestor que mais plausivelmente conduz ao resultado desejado.2.3 O Valor da Informa�c~ao PerfeitaA informa�c~ao perfeita �e o conhecimento do futuro desenlace que se segue a uma decis~ao.Uma informa�c~ao perfeita faria com que os gestores pudessem escolher as decis~oes maislucrativas com a certeza de acertarem. Portanto, qualquer gestor estaria disposto a pagarum dado pre�co por possuir tal informa�c~ao. Vamos ver a forma como o crit�erio do valoresperado avalia o pre�co da informa�c~ao perfeita.Uma empresa tem três projectos poss��veis para investir. Cada um deles daria origem adeterminados lucros. Mas os lucros dependem da situa�c~ao do mercado. O mercado pode vira ter um dos três estados seguintes: Estado 1, com uma verosimilhan�ca de 5=10. Estado 2,com 2=10; e estado 3, com 3=10. Os desenlaces, em termos de lucro e dos estados poss��veisdo mercado, seriam: 22



�������� HHHH BoaFraca1212��
������ HHHH BoaFraca1212��
������ HHHH BoaFraca1212
�������� HHHH BoaFraca1212

����
���� ����� lllll ����� lllll

Contrato ��������� SSSSSSSSS Aceitar: E.V. = 33:5rejeitar: E.V. = 35:1 FracaBoa
FracaBoa1212

1212

48.033.529.722.854.024.043.219.231.239.026.240.733.5
35.1

NO CAMPO A NO CAMPO B LucroQualidade da colheita

Figura 7: �Arvore de decis~ao representando a sequência l�ogica que se segue ao acto de aceitarou rejeitar um contrato de venda de colheitas. Primeiro crit�erio: Maximiza�c~ao dos lucrosesperados. 23
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Figura 8: �Arvore de decis~ao representando a sequência l�ogica que se segue ao acto de aceitarou rejeitar um contrato de venda de colheitas. Segundo crit�erio: Maximiza�c~ao da utilidadeesperada. 24



Lucro consoante o mercadoProjecto estado 1 estado 2 estado 3A 75 20 5B 45 80 55C 60 60 45Qual dos projectos deveria ser escolhido se o crit�erio do valor esperado fosse consideradoaceit�avel? E qual o valor, para a empresa, da informa�c~ao perfeita acerca do futuro estadodo mercado?Calculemos o valor esperado de cada projecto em face da incerteza do mercado:Estado do Projecto A Projecto B Projecto CMercado Prob. Lucro V. Esp. Lucro V. Esp. Lucro V. Esp.1 5=10 75 37.5 45 22.5 60 30.02 2=10 20 4.0 80 16.0 60 12.03 3=10 5 1.5 55 16.5 45 13.5Total: 43.0 55.0 55.5O projecto C deveria pois ser o escolhido j�a que apresenta o maior valor esperado.Com perfeita informa�c~ao acerca do futuro estado do mercado, esta empresa teria escol-hido o projecto mais rent�avel para esse estado: se o estado 1 fosse o previsto, o projecto A�e o que deveria ser escolhido. Nesse caso, o lucro seria de 75. Se o estado 2 fosse o previsto,ent~ao o projecto a escolher deveria ser o B e o lucro seria de 80. Por �ultimo, se o estado 3fosse o previsto, tamb�em se deveria escolher o projecto B e o lucro seria de 55.O valor esperado dos lucros, no caso de informa�c~ao perfeita, seria portanto:Projecto lucro Prob. V. Esp.A 75 5=10 37.5B 80 2=10 16.0B 55 3=10 16.5Total: 70.0Uma vez que o valor esperado dos lucros sem informa�c~ao perfeita era de 55.5 (projectoC), o valor da informa�c~ao perfeita seria o incremento do valor esperado que se obteria pordispôr dessa informa�c~ao. Neste caso, o incremento �e de 70� 55:5 = 14:5: um gestor estariadisposto a pagar at�e um m�aximo de 14.500 em estudos de mercado que lhe permitissem25



conhecer com certeza o seu estado no futuro pr�oximo. Por�em, neste caso concreto, o usodo crit�erio do valor esperado n~ao parece muito convincente: se a informa�c~ao �e perfeita, quel�ogica h�a em considerar probabilidades? Uma probabilidade denota informa�c~ao imperfeita.�E interesante notar que o projecto C, aquele que o seria escolhido sem informa�c~ao per-feita, nunca seria escolhido caso o gestor possu��sse um completo conhecimento do mercadono futuro. A raz~ao para tal �e o facto de C ser o melhor projecto em m�edia | mas ser opior quando se consideram os desenlaces individuais.Em muitas situa�c~oes o crit�erio de maximiza�c~ao do valor esperado �e v�alido por si, semnecessidade de recorrer �a determina�c~ao da fun�c~ao utilidade. Isto d�a-se sempre que osfen�omenos em estudo s~ao repetitivos. Vejamos um exemplo de c�alculo do valor da in-forma�c~ao perfeita neste caso.Uma empresa de assistência mar��tima instalou recentemente nova maquinaria em todosos estaleiros onde tem clientes. Mas ainda n~ao decidiu qual a quantidade a encomendar decertas pe�cas suplentes necess�arias para reparar essas novas m�aquinas. As pe�cas custam 2.000cada uma mas s�o est~ao dispon��veis se forem encomendadas agora. Quando uma m�aquina seavaria e n~ao h�a pe�cas suplentes dispon��veis, o pre�co do conserto por fora sobe para 15.000.Cada instala�c~ao tem uma vida �util de dez anos e a distribui�c~ao de probabilidades de avariasdurante este tempo, baseada na experiência de outras instala�c~oes semelhantes, �e pr�oxima dadistribui�c~ao de Poisson. Pode tomar-se a seguinte tabela como uma aproxima�c~ao aceit�avel.N. de avarias Probabilidadedurante dez anos0 0,11 0,42 0,33 0,14 0,15 ou mais nulaIgnorando os descontos para valores actuais, pretende-se saber: Qual o valor esperadodo n�umero de avarias durante o per��odo de dez anos por estaleiro. Qual o n�umero �optimo depe�cas suplentes que devem ser encomendadas j�a, por estaleiro. O valor de uma informa�c~aoperfeita acerca do n�umero de avarias nesses dez anos.26



O n�umero esperado de avarias calcula-se como de costume:Probabilidade N�umero de avarias N�umero esperado0; 1 � 0 = 00; 4 � 1 = 0; 40; 3 � 2 = 0; 60; 1 � 3 = 0; 30; 1 � 4 = 0; 4Total avarias: = 1; 7S~ao esperadas 1,7 avarias por estaleiro durante o per��odo de dez anos. Vai-se agora construira tabela que relaciona as quantidades compradas com o n�umero de avarias em termos decustos. Assim, se num estaleiro foram compradas �a partida 3 pe�cas e o n�umero de avariasfoi de zero nos dez anos, o custo �e de 6.000 | correspondente ao pre�co das pe�cas suplentes.Mas se s�o foram compradas duas pe�cas suplentes e o n�umero de avarias �e três, ent~ao o custosobe para 19.000: 4.000 do custo de duas pe�cas e mais 15.000 devido a um arranjo fora.Como resultado deste racioc��nio, a referida tabela �e:Pe�cas a N. de avariasComprar 0 1 2 3 40 0 15.000 30.000 45.000 60.0001 2.000 2.000 17.000 32.000 47.0002 4.000 4.000 4.000 19.000 34.0003 6.000 6.000 6.000 6.000 21.0004 8.000 8.000 8.000 8.000 8.000E a partir desta tabela, sabendo as probabilidades associadas a cada desenlace, po-dem calcular-se os valores esperados de todas as possibilidades referidas acima. Esse valoresperado aparece na coluna de totais da pr�oxima tabela.
27



Probabilidades e n. de avariasPe�cas a 0,1 0,4 0,3 0,1 0,1Comprar 0 1 2 3 4 Total0 0 6.000 9000 4.500 6000 25.5001 200 800 5.100 3.200 4.700 14.0002 400 1.600 1.200 1.900 3.400 8.5003 600 2.400 1.800 600 2.100 7.5004 800 3.200 2.400 800 800 8.000Conclui-se portanto que a solu�c~ao mais barata em m�edia | a que conduz ao menorvalor esperado | consiste em comprar três pe�cas suplentes agora. Note-se que, embora ovalor esperado do menor custo seja 7.500, o custo imediato seria de 6.000. O restante �e odinheiro que, em m�edia, �e preciso desembolsar devido ao facto de que podem ser precisasmais de três pe�cas.Com informa�c~ao perfeita, cada estaleiro compraria um n�umero de pe�cas suplentes igualao n�umero de avarias que sabia ia ter de enfrentar. Tudo se passaria como se, nas tabelasacima, a coluna \comprar" e a coluna \n. de avarias" fossem a mesma. Os custos, em cadacaso, seriam sempre 2.000 a multiplicar pelo n�umero de pe�cas.O valor esperado dos custos viria portanto dado por:Probabilidade Custo Custo esperado0; 1 � 0 = 00; 4 � 2:000 = 8000; 3 � 4:000 = 1:2000; 1 � 6:000 = 6000; 1 � 8:000 = 800Total: = 3:400e o valor m�aximo da informa�c~ao perfeita seria a diferen�ca entre os custos m��nimos esperadossem informa�c~ao, 7.500, e os custos esperados com informa�c~ao, que s~ao 3.400. A informa�c~aovale pois 4.100.Resumo: Um conhecimento certo acerca do futuro desenlace permite ao gestor esco-lhera melhor alternativa em vez da melhor alternativa em m�edia. O valor dessa informa�c~ao ditaperfeita ser�a a diferen�ca entre os lucros esperados antes e depois de conhecido o desenlacefuturo. 28



2.4 O Valor da Informa�c~ao ImperfeitaA informa�c~ao �e um bem e tem um pre�co. A estimativa do custo da informa�c~ao perfeitaa que os problemas anteriores se referem, deveria ajudar o gestor a decidir se sim ou n~aovaleria a pena enfrentar os custos da obten�c~ao de tal informa�c~ao sobre o desenlace. Napr�atica, por�em, a informa�c~ao acerca do futuro nunca �e perfeita. As an�alises do mercado ouos testes-piloto podem acertar ou errar. Isto, independentemente da sua qualidade, porquen~ao h�a meio de conhecer o futuro com certeza.Da�� que a informa�c~ao sobre o futuro �e sempre imperfeita e sê-lo-�a tanto mais quantomais longe se tenha pretendido ver.Quando se conhece a medida em que a informa�c~ao conseguida �e imperfeita, isto �e,quando �e poss��vel quanti�car a incerteza que tal informa�c~ao n~ao removeu, pode tamb�emcalcular-se o valor | e portanto o m�aximo pre�co a pagar | por essa informa�c~ao imperfeita.Este problema requer considera�c~oes Bayesianas para a sua resolu�c~ao. Deve entrar-se emlinha de conta com a no�c~ao de probabilidades a-posteriori, contida no teorema de Bayes.Uma empresa quer lan�car no mercado um novo produto mas n~ao h�a a certeza de queser�a vend��vel. As hip�oteses de sucesso dependem do estado do mercado e conhecem-se asseguintes probabilidades a priori:Estado do mercado Probabilidade a-priori Lucro ou perdaMau 0,3 (30.000)Normal 0,5 10.000Bom 0,2 40.000O valor esperado dos lucros seria:Probabilidade Lucro Lucro esperado0; 3 � (30:000) = (9:000)0; 5 � 10:000 = 5:0000; 2 � 40:000 = 8:000Total: = 4:000A administra�c~ao acha que seria vantajoso dispôr de mais alguma informa�c~ao sobre o mer-cado, a �m de tomar uma decis~ao mais abalizada. Pensa-se que um bom estudo do mercadoseria capaz de fornecer informa�c~ao imperfeita da forma que a seguir se mostra:29



Se o estudo O estado do mercado �e:indicar Mau Normal BomMau 0,8 0,2Normal 0,2 0,6 0,2Bom 0,3 0,7Quer dizer, se o estudo aponta para um mercado mau, a probabilidade de que ele sejamesmo mau �e de 0,8. Se o estudo diz que o mercado estar�a normal, a probabilidade de queele esteja mesmo normal �e de 0,6, ao passo que as probabilidades de que ele seja bom oumau s~ao de 0,2 ambas | e por a�� fora.O problema agora consiste em saber quanto medem as probabilidades capazes de expres-sar a verosimilhan�ca do mercado ser bom, normal ou mau, depois dos resultados do estudoserem conhecidos. S~ao estas as probabilidades ditas a-posteriori por englobarem duas fontesde informa�c~ao: O conhecimento incerto que do mercado têm os gestores antes do estudo,mais o acr�escimo em conhecimento que o estudo tr�as consigo.Estas probabilidades a-posteriori calculam-se (neste caso) multiplicando as probabili-dades correspondentes a acontecimentos subsequentes. A tabela seguinte mostra este c�alculoe as probabilidades a-posteriori obtidas.Probabilidade Estado do O estudo diz: Probabilidadea-priori Mercado Estado Probabilidade a-posteriori0,3 Mau Mau 0,8 0,24Normal 0,2 0,060,5 Normal Mau 0,2 0,10Normal 0,6 0,30Bom 0,2 0,100,2 Bom Normal 0,3 0,06Bom 0,7 0,14Total: 1,00Portanto, a probabilidade de o mercado ser mau quando o estudo diz que ele vai sermau �e de 24 hip�oteses em 100. E a probabilidade de ele ser mau quando o estudo apontapara um mercado normal �e de apenas seis hip�otese em 100.As probabilidades a-posteriori podem agrupar-se por soma. Se o gestor desta empresadesejar saber qual a probabilidade de o mercado ser normal ou bom quando o estudo aponta30



para um desenlace n~ao-mau (normal ou bom) pode obter tal informa�c~ao somando todas asprobabilidades que obedecem ao seu crit�erio: 0; 30+ 0; 10+ 0; 06+ 0; 14 = 0; 60.Assume-se, �e claro, que o estudo do mercado ir�a determinar se sim ou n~ao o produtovai ser lan�cado. Um resultado do estudo que apontasse para um mercado mau levariaa empresa a cancelar a comercializa�c~ao do produto. Sendo assim, a decis~ao de lan�car oproduto est�a ligada apenas a duas situa�c~oes: O estudo indicar um mercado normal, ouindicar um mercado bom. Vamos ver qual �e o lucro esperado neste caso.O estudo O mercado A decis~ao ValorIndicava mostrou ser foi de Prob. Lucro EsperadoMau Mau ou N~ao lan�car 0 0Normal " " 0 0Normal Mau Lan�car 0,06 (30.000) (1.800)Normal " " 0,30 10.000 3.000Bom " " 0,06 40.000 2.400Bom Normal " " 0,10 10.000 1.000Bom " " 0,14 40.000 5.600Total: 1,00 10.200Uma vez que o valor esperado do lucro com informa�c~ao imperfeita �e de 10.200 e o seuvalor esperado sem informa�c~ao �e de 4.000, conclui-se que a informa�c~ao vale 6.200 e umgestor estar�a desejoso de pagar at�e esse limiar para obtê-la.Resumo: Um acrescento em informa�c~ao acerca do desenlace traduz-se num novo conjuntode probabilidades ditas a-posteriori. O valor de tal acrescento em informa�c~ao ser�a a diferen�caentre os dois lucros esperados: antes e depois da nova informa�c~ao.
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Cap��tulo 3T�opicos Avan�cadosNeste cap��tulo mostrar-se-�a como simpli�car as �arvores de decis~ao em projectos de investi-mento de modo a torn�a-las interpret�aveis. Primeiro, introduzir-se-�a a no�c~ao de Quantidadede Informa�c~ao. Ver-se-�a depois como esta no�c~ao pode ser usada para comparar a incertezaassociada a dois jogos. A seguir, explicar-se-�a como medir o Peso Causal relativo dos a-tributos presentes numa �arvore de decis~ao, obtendo assim uma hierarquiza�c~ao da Robustezdas decis~oes quando comparadas com a das jogadas da natureza.3.1 A Quantidade de Informa�c~aoA ideia de medir a quantidade de informa�c~ao vem da engenharia de telecomunica�c~oes. Paraefeitos de comunica�c~ao, a informa�c~ao �e aditiva: n~ao importa o signi�cado ou interesse doque �e transmitido mas apenas a quantidade. Ao tomar uma decis~ao em que os desenlacess~ao incertos, o gestor pode usar este conceito para saber qual a quantidade de informa�c~aoque lhe falta para conhecer o desenlace com certeza.O n�umero de d��gitos necess�arios para distinguir um acontecimento de entre todos osposs��veis �e proporcional ao logaritmo do n�umero N de acontecimentos poss��veis. Por exem-plo, perante 99 acontecimentos poss��veis, a mensagem indicadora de que um deles acaboupor dar-se requer dois d��gitos decimais. Se forem 999 os acontecimentos poss��veis, a men-sagem requeriria três. Diz-se que logN mede a variedade de uma colec�c~ao de acontecimentosposs��veis, para efeitos de comunica�c~ao. Esta variedade �e a quantidade de informa�c~ao quefalta para que um desenlace, entre v�arios poss��veis, passe a ser conhecido.32



Quando existem regularidades na colec�c~ao de acontecimentos, a quantidade de informa-�c~ao que falta para se poder distingui-los deixa de ser logN . D�a-se um ganho em informa�c~aoao saber-se que, por exemplo, k dos N acontecimentos est~ao agrupados numa classe, isto�e, todos eles partilham uma caracter��stica comum. O conhecimento de tal atributo trazconsigo uma certa quantidade de informa�c~ao a priori sobre o desenlace. Este ganho porclassi�ca�c~ao deve pois ser subtra��do �a variedade total sempre que se pretenda saber a quan-tidade de informa�c~ao que falta. Perante uma classi�ca�c~ao m�ultipla, i.e., quando existemM atributos comuns a grupos de acontecimentos com k1; � � �ki; � � �kM casos cada, a quan-tidade de informa�c~ao que ainda falta conhecer para identi�car correctamente o desenlaceser�a a diferen�ca, H , entre a informa�c~ao que faltava antes da classi�ca�c~ao e a quantidade deinforma�c~ao m�edia, G, que tal classi�ca�c~ao trouxe consigo. ComoG = MXi=1 kiN log ki; (1)a quantidade de informa�c~ao que falta para prever o desenlace ser�aH = logN �G = logN � MXi=1 kiN log ki: (2)H �e conhecida pelo nome de \entropia". �E a diferen�ca entre a variedade e o ganho eminforma�c~ao obtido com o conhecimento a priori.A Entropia �e uma medida da incerteza de desenlaces futuros. Quando H = 0, n~ao existenenhuma falta de informa�c~ao sobre o desenlace. O signi�cado de logN = G �e que cada umdos desenlaces pode ser completamente descrito pelos seus atributos. Trata-se pois de umdesenlace certo. No p�olo oposto, H = logN , n~ao existe nenhuma informa�c~ao a priori sobreo desenlace. A incerteza �e m�axima e iguala a pr�opria variedade.Qual a quantidade de informa�c~ao que falta e qual a j�a existente a priori sobre a cor deuma bola que se vai extrair de uma urna, quando se sabe que existem apenas duas cores eque das 10 bolas que a urna cont�em, duas s~ao de uma cor e as oito restantes s~ao de outra?Neste caso, N = 10 e a variedade ser�a log 10 = 1. Mas sabe-se que existem apenasduas classes de bolas, 1 e 2, com um n�umero de casos k1 = 8 e k2 = 2. Logo, o ganho eminforma�c~ao a priori ser�a G = k1N log k1 + k2N log k2= 810 log 8 + 210 log 233



e a informa�c~ao que falta ser�a, em vez de log10,H = log 10� � 810 log 8 + 210 log 2� = 0; 217No caso de existirem 12 bolas tamb�em de duas cores, sendo k1 = 9 e k2 = 3,H = log 12� � 912 log 9 + 312 log 3�= 1; 079� (0; 75� 0; 954+ 0; 25� 0; 477) = 0; 244:Conclui-se que a falta de informa�c~ao quanto ao desenlace �e maior neste segundo caso. Emjogos simples como os enunciados acima qualquer gestor chega instintivamente �a mesmaconclus~ao. Por�em, quando se pretende comparar a incerteza associada a decis~oes que de-sencadeiam respostas complicadas da natureza, como acontece nas �arvores de decis~ao, poden~ao ser evidente qual das alternativas acarreta menor incerteza.Nas �arvores de decis~ao �e costume usarem-se probabilidades, pi, para quanti�car averosimilhan�ca de cada desenlace, i. Mas a forma como as probabilidades medem ex-pectativas n~ao �e sugestiva. Seria desej�avel medir, com uma s�o observa�c~ao, a expectativaassociada a jogos sequenciais complicados como os que se encontram em �arvores de decis~ao.Isto facilitaria a tomada de decis~oes. �E f�acil de ver que H , tal como foi de�nida em (2),pode ser escrita em termos da colec�c~ao de probabilidades, p1; � � �pi; � � �pM que caracterizaum jogo:H = logN � MXi=1 kiN log ki tendo presente que kiN = pi vir�a H = � MXi=1 pi log pi (3)Para entender o interesse de H , basta pensar que uma probabilidade de 1=2 associada aodesenlace i mede algo muito diferente consoante se trate de um jogo com dois ou com seisdesenlaces. No primeiro caso, expressa expectativas nulas ou ausência de informa�c~ao apriori. No segundo, expressa uma expectativa forte a favor da ocorrência de i. Um outroexemplo da utilidade de H �e dado pela �arvore de decis~ao representada na �gura 9.Esta �gura mostra uma decis~ao �a qual se segue um entre dois jogos envolvendo doisposs��veis desenlaces com probabilidades de ocorrência de p1 e p2 = 1� p1. Ao contr�ario doque seria intuitivo, a diferen�ca entre uma incerteza dada porp1 = 12 ; p2 = 12 e a incerteza gerada por p1 = 13 ; p2 = 23�e negligenci�avel e n~ao merece ser tida em considera�c~ao excepto quando o jogo associadoa cada decis~ao tem que repetir-se muitas vezes. Tal facto torna-se vis��vel ao comparar34



Decis~ao �������� Desenlace 1234\A"\B" (1=2)(1=2)(1=3)(2=3)      ````̀ ����� XXXXXAzarAzar!!!!!! aaaaaaFigura 9: Um elemento b�asico de qualquer �arvore de decis~ao. A uma decis~ao de um gestor(\A" ou \B") segue-se a \resposta da natureza". As probabilidades associadas a cadadesenlace est~ao entre parêntesis.PROBABILIDADES ENTROPIA PROBABILIDADES ENTROPIA1=2 e 1=2 0.30 1=5 e 4=5 0.221=3 e 2=3 0.28 1=10 e 9=10 0.141=4 e 3=4 0.24 1=20 e 19=20 0.09Tabela 1: Rela�c~ao entre Entropia e probabilidade num jogo com dois desenlaces.a entropia de cada um deles (tabela 1). N~ao h�a diferen�ca signi�cativa na entropia deum jogo onde as probabilidades s~ao f1=2; 1=2g e de outro onde elas s~ao f1=3; 2=3g. Asdiferen�cas s�o come�cam a ser importantes a partir de 1=3. Na �gura 9, apesar das proba-bilidades parecerem indicar uma quebra na incerteza quando a decis~ao �e \B", esta �e narealidade m��nima.Resumo. Dados N desenlaces poss��veis, chama-se \variedade" a logN . A quantidade deinforma�c~ao que falta para prever um desenlace, ou \entropia", �eH = logN � MXi=1 kiN log kionde M �e o n�umero de atributos comuns a grupos de acontecimentos e k1; � � �ki; � � �kM �e on�umero de casos de cada. A entropia �e a diferen�ca entre a variedade e o ganho em informa�c~aoobtido com um conhecimento a priori de regularidades na colec�c~ao de acontecimentos. Hmede a incerteza de desenlaces futuros e pode ser expressa em fun�c~ao das probabilidadesassociadas aos desenlaces, H = � MXi=1 pi log pi;e a sua utilidade consiste em transmitir ao gestor uma no�c~ao mais correcta da incerteza queenfrenta, al�em de tornar compar�aveis as incertezas.35



3.2 O Peso Causal de uma Decis~aoAs �arvores de decis~ao contêm dois tipos diferentes de atributos: aqueles que dependemdos gestores | as decis~oes | e aqueles que n~ao dependem | as jogadas da natureza ourespostas do azar |. Estes �ultimos s~ao o elemento probabil��stico. Ao gestor interessa sercapaz de avaliar o peso causal das decis~oes quando comparadas com o dos atributos que elen~ao controla. De facto, h�a decis~oes que contribuem muito para o desenlace e outras pouco.Projectos h�a em que certas decis~oes n~ao contribuem em nada para o desenlace, apesar deaparentarem importância.O facto de que existe um nexo causal, forte ou fraco, entre decis~oes e desenlace, est�a nabase da ideia de robustez que agora se apresenta. As decis~oes robustas ser~ao aquelas que,num dado projecto, tiverem mais peso causal do que os atributos que o gestor n~ao controla.Numa �arvore de decis~ao, a verosimilhan�ca de cada desenlace calcula-se multiplicandoas probabilidades associadas a todos os atributos ao longo do percurso que conduz a essedesenlace. Esta verosimilhan�ca tem uma interpreta�c~ao intuitiva: ela �e a frequência esperada(relativa) de esse desenlace quando, hipoteticamente, o projecto se repete muitas vezes nasmesmas condi�c~oes. Para obter o peso causal relativo de cada atributo, basta aplicar aoconjunto de desenlaces, respectivas frequências esperadas e atributos, o algoritmo conhecidopelas siglas \ID3". Como resultado, obt�em-se uma �arvore de regras. Se, nessa �arvore deregras, os atributos que o gestor controla se encontrarem mais perto da raiz do que aquelesque o gestor n~ao controla, ent~ao esses atributos têm maior peso causal: s~ao robustos.O algoritmo ID3 (\Iterative Dichotomizer 3") foi proposto em 1979 por Quinlan [5] combase em trabalhos de Hunt, Martin e Stone [3]. A �nalidade desta ferramenta era a obten�c~aode �arvores de regras a partir de experiência acumulada. Pouco depois, Breiman et al. [2] pro-puseram um algoritmo semelhante mas orientado para problemas de classi�ca�c~ao estat��stica.Em 1990, Berry e Trigueiros [1] mostraram que o algoritmo ID3 transforma estruturas se-quenciais de probabilidades num desenho da importância relativa de cada atributo.O exemplo simples de �arvore de decis~ao com o qual se ilustrar�a esta metodologia est�arepresentado esquematicamente na �gura 10. O atributo \Programa" �e uma decis~ao. Ogestor pode escolher entre os programas \A" ou \B". O atributo \Procura" �e um aconteci-mento incerto que n~ao depende do gestor (uma \jogada da Natureza"). No alto da �arvorepodem ver-se os desenlaces poss��veis com a forma de um Valor Actual L��quido (NPV).Como �e pr�atica corrente, s�o interessa saber se os NPV s~ao positivos ou negativos. Vamos36



Programa �������� NPV Pos. (.15)NPV Pos. (.35)NPV Pos. (.15)NPV Neg. (.35)A (.5)B (.5) Al.(.3)Bx.(.7)Al.(.3)Bx.(.7)������      HHHHHH ````̀ ����� XXXXXPr.Pr.Figura 10: Uma �arvore de decis~ao muito simples. Pr. �e o atributo Procura. Entreparêntesis, a verosimilhan�ca de cada classe.VALOR ACTUAL LIQUIDO: PROCURA PROGRAMA FREQUÊNCIAPositivo (+) Alta A 15Positivo (+) Baixa A 35Positivo (+) Alta B 15Negativo (�) Baixa B 35Tabela 2: O conjunto de desenlaces, seus atributos e frequências esperadas.descrever o uso do algoritmo ID3 por etapas:Transformar os desenlaces para que sejam nominais: o Valor Actual L��quido (NPV)de cada desenlace �e considerado como podendo ser apenas \positivo" ou \negativo". �E estaa informa�c~ao que importa quanti�car em projectos de investimento. S�o �e recomend�avel ouso do ID3 quando desenlaces nominais fazem sentido.Construir o conjunto de observa�c~oes: a tabela 2 mostra este conjunto. Cada desenlaceaparece associado com os seus atributos e com a respectiva verosimilhan�ca, escrita comose fosse uma frequência. A verosimilhan�ca foi calculada atribuindo iguais probabilidadesaos atributos que s~ao decis~oes do gestor (neste caso, 1=2) e depois multiplicando as pro-babilidades associadas ao atributo \Programa" pelas associadas ao atributo \Procura".Multiplicando depois esta verosimilhan�ca por um factor arbitr�ario, o mesmo para todos osdesenlaces, obteve-se uma \frequência". Tudo se passa como se existisse uma amostra comtantos casos quantos os desenlaces, depois de multiplicados por um factor proporcional �asua verosimilhan�ca. Na tabela 2, a coluna \frequência" foi obtida multiplicando por 100 averosimilhan�ca de cada desenlace.Aplicar o algoritmo ID3 a esta amostra: O ganho referido acima,G =Xi kiN log kiou outra medida semelhante, como o popular Qui-Quadrado, �e a estat��stica que o algoritmo37



ID3 maximiza. O ID3 come�ca por determinar qual o atributo que mais explica o desenlacequando G �e usado como crit�erio. Depois, a amostra �e dividida em tantas sub-amostrasquantas as classes do atributo encontrado e o processo repete-se com cada uma destas sub-amostras. O resultado �e uma \�arvore de regras" com atributos embricados uns nos outrosa come�car pelos mais informativos.Neste caso muito simples, a primeira etapa de execu�c~ao do ID3 consistiria em gerar duastabelas de contingência: Desenlace por Programa e Desenlace por Procura. Depois, ir-se-iacalcular o ganho em informa�c~ao de cada uma destas tabelas. E por �m usar-se-ia comoraiz da �arvore de regras o atributo que aportasse um maior ganho em informa�c~ao | umamaior causalidade | �a previs~ao do desenlace. Tanto as referidas tabelas como uma medidaaproximada do ganho, o Qui-Quadrado, s~ao mostradas a seguir.PROCURA DESENLACE PROGRAMA DESENLACENPV > 0 NPV < 0 NPV > 0 NPV < 0Alta 30 0 A 50 0Baixa 35 35 B 15 35Qui-Quadrado: 23.1 Qui-Quadrado: 53.8Portanto o atributo Programa explica o desenlace melhor do que o atributo Procura.Sendo assim, o programa �gurar�a como raiz da �arvore de regras. Depois, considerar-se-iamseparadamente os dois casos do programa ser A ou B e repetir-se-ia o processo para cadaum deles. O resultado �e esta estrutura l�ogica:Se Programa �e A ent~ao o desenlace �eNPV Positivo.Se Programa �e B ent~ao:Se Procura �e Alta ent~ao o desenlace �eNPV Positivo.Se Procura �e Baixa ent~ao o desenlace �eNPV Negativo.O ID3 transformou uma �arvore de decis~ao numa �arvore de regras. O atributo maispr�oximo da raiz, o Programa, �e o de maior peso causal. Uma vez que se trata de umadecis~ao, conclui-se que a escolha do gestor in
ui no desenlace.38



3.3 Um Caso: \Prism Paints Inc."Nesta sec�c~ao explorar-se-�a um caso descrito na literatura, para ilustrar a quanti�ca�c~ao darobustez das decis~oes. Trata-se de uma vers~ao do problema descrito por Magee [4]. Eisalguns per��odos da sua introdu�c~ao.\Prism Paints vai precisar de decidir o destino a dar a uma das suas f�abricas,muito pequena e incapaz de suprir a qualidade requerida pelo mercado. Existeuma consider�avel controv�ersia entre os gestores sobre a melhor ac�c~ao | moder-nizar a opera�c~ao construindo boas instala�c~oes no local, fechar a f�abrica e come�cartudo de novo noutro local. (...). Existem 3 cen�arios operativos que parecempromissores:Programa A: Modernizar a f�abrica e tamb�em expandir noutros locais. Este �eo menos dispendioso dos três programas supondo uma procura anual baixa(inferior a uma margem cujo valor �e conhecido).Programa B: Fechar a f�abrica em quest~ao e expandir noutro s��tio. Este pro-grama �e o menos dispendioso quando a procura anual �e m�edia e se situaentre dois valores conhecidos.Programa C: Modernizar e tamb�em aumentar a f�abrica em quest~ao: Esteprograma �e o menos dispendioso quando a procura �e alta a ponto de subiracima de uma quota cujo valor �e conhecido."\As alternativas enunciadas envolvem investimentos signi�cativamente diferen-tes e parecem conduzir a posi�c~oes marcadamente distintas em economia ope-rativa tamb�em. Subjacente �a controv�ersia sobre o que fazer, est�a a incertezaquanto �a procura futura do produto. (...). A evidência anterior e as previs~oespermitem estimar qu~ao veros��mil �e cada n��vel de procura: sabe-se qual a proba-bilidade de que a procura venha a situar-se no n��vel baixo, m�edio ou alto, paracada uma das três etapas do projecto de expans~ao. Estas previs~oes aparecemcondicionadas �a procura na etapa precedente, isto �e, a procura em cada etapadepende da procura em etapas anteriores." (ver a tabela 3 na p�agina 40 ondese mostram estas probabilidades).\Os Meios Libertos s~ao calculados a partir dos tipos de marketing, opera�c~oes,engenharia e an�alise �nanceira mencionados em outros documentos. No caso de39



����P 3������hhhhhh����P 3������hhhhhh����P 3������hhhhhh����P 2 ������� QQQQQQQ����P 1 ������� QQQQQQQ������� QQQQQQQ etc.etc. etc.etc.BMA BMA\A"\B"\C" NPV:122112223Prog. Figura 11: A parte central da �arvore de decis~ao para Prism Paints Inc.PRISM PAINTS INC. Ano 2 Ano 3Se a procura no ano 1 for: Se a procura no ano 2 for:N��vel da Procura Ano 1 Baixa M�edia Alta Baixa M�edia AltaBaixa .50 .35 .15 0 .20 .05 0M�edia .43 .50 .45 .40 .60 .35 .20Alta .07 .15 .40 .60 .20 .60 .80Tabela 3: Probabilidades associadas �as procuras Baixa, M�edia, e Alta no projecto paraPrism Paints Inc.Prism Paints, um estudo da distribui�c~ao mostra que o lucro relativo a cada umdos três poss��veis projectos pode ser expresso em Meios Libertos L��quidos anuaisem termos dos três n��veis da procura. (...). A administra�c~ao de Prism Paintsestabeleceu uma taxa de rendibilidade desej�avel, ou um custo de capital queronda os 14% anuais. Esta �e a taxa a ser usada para obter os Valores Actuaisdos meios libertos previsionais, sempre que se pretender compar�a-los."Conhecido o investimento que cada alternativa sup~oe, e estabelecida a taxa de rendibilidade,podem expressar-se todos os desenlaces sob a forma de um Valor Actual L��quido (NPV).O NPV parece ser uma vari�avel muito apropriada para algoritmos como o ID3, querequerem desenlaces de tipo nominal. Em projectos de investimento apenas dois desenlacess~ao importantes, e podem de�nir-se claramente. Por�em, nas presentes simula�c~oes, o NPVfoi autorizado a ter três valores: \Negativo", \Positivo", e \Lucros Extra".No nosso caso, os NPV n~ao foram copiados do texto original: construiu-se um modelocontendo todos os parâmetros deste problema e introduziu-se nele um grau regul�avel de40



aleatoriedade. Obtiveram-se assim v�arias colec�c~oes de NPV simulados, e respectivos a-tributos, cada uma constituindo um diferente cen�ario. Outro ponto em que o modelo �ediferente do original �e o facto de os três programas em quest~ao, A, B, e C, permaneceremsem modi�ca�c~ao ao longo do tempo. N~ao se considera, portanto, a possibilidade de saltarde um programa para outro a meio do projecto.A procura �e modelada como no original (Baixa, M�edia e Alta) e a cada caso correspondeuma verosimilhan�ca expressa em probabilidades. Assim, a �arvore de decis~ao resultantetem 34 = 81 poss��veis percursos, com desenlaces agrupados em três classes. A �gura 11(p�agina 40) mostra o seu aspecto.As �arvores de regras obtidas a partir dos dois cen�arios simulados encontram-se na�gura 12, na p�agina 44 e na �gura 13, na p�agina 45. A tabela 4 mostra os 81 NPV eatributos correspondentes ao primeiro dos cen�arios gerados pelo simulador (os que origi-naram a �arvore de regras da �gura 12). O segundo dos cen�arios distingue-se do primeiropela maior aleatoriedade que foi autorizada a entrar no modelo e pelo realce do peso doatributo Programa para o desenlace. Trata-se tamb�em de um cen�ario menos pessimista.Como poder~ao os gestores bene�ciar com este processamento? Em primeiro lugar, os81 percursos, tal como se encontram nas �arvores de decis~ao, originaram um n�umero menorde regras depois de aplicado o algoritmo ID3. A �arvore de regras �e mais simples do que a�arvore de decis~ao. E �e de mais f�acil interpreta�c~ao tamb�em. Foi removida a redundânciacriada pelo facto de todos os desenlaces pertencerem a três classes apenas. A redu�c~aoda complexidade obtida pelo ID3 �e inversamente proporcional �a aleatoriedade presente narela�c~ao atributos-desenlace.�E esper�avel que uma interpreta�c~ao mais f�acil de �arvores de decis~ao por parte dos ges-tores seja agora poss��vel. Ela �car-se-�a a dever apenas a esta elimina�c~ao da redundância.Como �e sabido, o aspecto intrincado das �arvores de decis~ao �e uma das barreiras �a sua maiorutiliza�c~ao. Al�em disso, note-se como, nas �arvores de regras obtidas, alguns ramos conduzema zonas \boscosas", com muitos galhos, enquanto que outras conduzem rapidamente a umconjunto simples de desenlaces. Os primeiros, desdobram-se em atributos at�e atingirem umNPV �nal. Os �ultimos, pelo contr�ario, levam a um NPV dependente de poucos atribu-tos. At�e agora, pouca aten�c~ao tem sido dada na literatura ao problema da complexidadeda incerteza em problemas de decis~ao. O ID3, devido �a sua capacidade eliminadora deredundância, parece capaz de assinalar esta qualidade.41



Os percursos simples s~ao atractivos para os gestores. A incerteza em percursos simplestem pequena dimens~ao. Existem menos graus de liberdade a considerar. Na primeiradas simula�c~oes apresentadas, uma procura elevada ou m�edia no primeiro ano conduz oprojecto para uma zona complexa. Os NPV positivos s�o se alcan�cam atrav�es de percursoscomplicados enquanto que os NPV negativos s~ao simples de alcan�car. Isto �e um aviso �utilpara os gestores.Como foi visto, existem atributos de decis~ao, e atributos da natureza. O algoritmo ID3hierarquiza-os a todos de acordo com o seu poder para causar o desenlace. Os atributosmais relevantes ser~ao os mais pr�oximos da raiz na �arvore de regras. Quando, entre os atri-butos relevantes, se encontra um atributo de decis~ao, o gestor tem o poder de determinar odesenlace. Caso contr�ario, o gestor tem pouco poder sobre o projecto.Na primeira simula�c~ao, a escolha do programa | o atributo de decis~ao | encontra-segeralmente longe da raiz (ver p�agina 44). A �arvore de regras mostra aos gestores que adecis~ao �e irrelevante para o resultado. O gestor tem muito pouco controlo sobre o projecto.O atributo mais causal �e a procura no ano um. Para Prism Paints Inc., o ano decisivo ser�ao primeiro. Note-se ainda como s�o uma baixa procura no primeiro ano torna o programaimportante. Ao reparar que a escolha do programa s�o parece pesar quando a procura �e baixa,um gestor concluiria que as alternativas postas ao investimento n~ao est~ao proporcionadas �aprocura.Quanto ao cen�ario que originou a segunda �arvore de regras (p�agina 45), a escolha doprograma �e o atributo commais peso para o desenlace. Est�a-se perante uma decis~ao robusta.O gestor sabe que as suas decis~oes têm peso no processo.
42



PROCURA VALOR ACTUAL L��QUIDOAno 1 Ano 2 Ano 3 Programa 1 Programa 2 Programa 3Alta Alta Alta Positivo Lucros extra Lucros extraAlta Alta M�edia Positivo Positivo PositivoAlta Alta Baixa Positivo Negativo NegativoAlta M�edia Alta Positivo Positivo PositivoAlta M�edia M�edia Positivo Positivo PositivoAlta M�edia Baixa Negativo Negativo NegativoAlta Baixa Alta Positivo Negativo NegativoAlta Baixa M�edia Negativo Negativo NegativoAlta Baixa Baixa Negativo Negativo NegativoM�edia Alta Alta Positivo Positivo PositivoM�edia Alta M�edia Positivo Positivo PositivoM�edia Alta Baixa Negativo Negativo NegativoM�edia M�edia Alta Positivo Positivo PositivoM�edia M�edia M�edia Positivo Negativo NegativoM�edia M�edia Baixa Negativo Negativo NegativoM�edia Baixa Alta Negativo Negativo NegativoM�edia Baixa M�edia Negativo Negativo NegativoM�edia Baixa Baixa Negativo Negativo NegativoBaixa Alta Alta Positivo Negativo NegativoBaixa Alta M�edia Negativo Negativo NegativoBaixa Alta Baixa Negativo Negativo NegativoBaixa M�edia Alta Negativo Negativo NegativoBaixa M�edia M�edia Negativo Negativo NegativoBaixa M�edia Baixa Negativo Negativo NegativoBaixa Baixa Alta Negativo Negativo NegativoBaixa Baixa M�edia Negativo Negativo NegativoBaixa Baixa Baixa Negativo Negativo NegativoTabela 4: Prism Paints Inc: Valores originais do NPV para cada programa em fun�c~ao daprocura nos três anos que dura o projecto. 43
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Figura 12: Prism Paints Inc.: A �arvore de regras obtida pelo algoritmo ID3 a partir doprimeiro cen�ario simulado. NPV= 1 �e o negativo; NPV= 2 �e o positivo; NPV= 3 �e o de\lucros extra". P 1, P 2 e P 3 s~ao a procura nos anos 1, 2 e 3.44
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Figura 13: Prism Paints Inc.: A �arvore de regras obtida pelo algoritmo ID3 a partir dosegundo cen�ario simulado. NPV= 1 �e o negativo; NPV= 2 �e o positivo; NPV= 3 �e o de\lucros extra". P 1, P 2 e P 3 s~ao a procura nos anos 1, 2 e 3.45



Cap��tulo 4Exerc��ciosUma pequena empresa tem 5.000 para investir e avaliou o risco de duas alternativas. Osdados s~ao: Projecto A Projecto BProbabilidade Lucro Probabilidade Lucro1=10 1.000 4=10 2.0002=10 3.000 2=10 7.0002=10 5.000 4=10 10.0003=10 7.0002=10 9.000A empresa escolheu o projecto B. Descobrir o tipo de pol��tica perante o risco | avers~aoou a�nidade | desta empresa.Em ambos os casos expostos a seguir, indicar a melhor decis~ao e explicar os motivos.(A): O director de marketing est�a a considerar uma entre duas possibilidades: distribuirum novo produto por todo o pa��s, ou apenas localmente. A seguir mostram-se os dadossobre os quais a decis~ao se deve basear.Distribui�c~ao nacional Distribui�c~ao localProcura Probabilidade Lucro Procura Probabilidade LucroAlta 5=10 4.000 Alta 5=10 2.500M�edia 25=100 2.000 M�edia 25=100 2.000Baixa 25=100 500 Baixa 25=100 1.20046



(B): A procura do mesmo produto est�a a crescer e o director de produ�c~ao precisa dedecidir se �e melhor resolver o problema com horas-extra ou com a compra de uma novam�aquina.Estudos de mercado sugerem que h�a 2=3 de probabilidade de um crescimento de 25% nasvendas dentro de um ano. Mas a outra hip�otese �e que as vendas caiam 5%. Os desenlacesresultantes de cada decis~ao s~ao expressos em meios libertos l��quidos. Esta �e a tabela quecont�em os dados sobre os quais a decis~ao deve ser tomada:Procura Meios LibertosProb. Nova m�aquina Horas-extraSobe 25% 400.000 360.000Desce 5% 200.000 300.000O dono de uma loja de vestuario para homem tem a oportunidade de comprar fatosde ver~ao ao pre�co especial de 12.000 por pe�ca, caso compre agora e em lotes de 20 pe�cas.O pre�co de compra normal �e de 16.000 e o pre�co de venda �e de 24.000. Por�em, se a lojachegar ao �m da esta�c~ao com excedentes, ele vai ter que vende-los todos a 10.000 por pe�ca.No caso oposto | excesso de procura | o dono pode sempre encomendar mais pe�cas emqualquer altura pelo pre�co habitual de 16.000.A melhor estimativa da procura, ao pre�co de 24.000 �e:Procura Probabilidade(unidades)20 0,240 0,460 0,380 0,1Calcular quantas pe�cas o dono deve encomendar agora e explicar os racioc��nios feitos.Uma f�abrica de componentes para autom�oveis e est�a a enfrentar uma procura elevadapara um dado produto. A f�abrica est�a a trabalhar �a capacidade m�axima e a companhia temque decidir se ir�a iniciar um sistema de turnos ou, pelo contr�ario, ir�a expandir a f�abrica. Asestat��sticas da empresa prevêm que no pr�oximo ano as vendas podem aumentar 15% comuma probabilidade de 0,6 ou diminuirem 5% com uma probabilidade de 0,4. Sendo assim,foi construida a seguinte tabela: 47



Meios Libertos15% crescimento das vendas 5% decr�escimo das vendasTurnos 210.000 150.000Expans~ao da f�abrica 220.000 130.000Desenhar a �arvore de decis~ao e, atrav�es do c�alculo do valor monet�ario esperado, deter-minar a melhor decis~ao.O director de marketing sugere que seria mais prudente planear para um per��odo dedois anos, permitindo assim modi�car as decis~oes mais tarde. Se as vendas diminuirem noprimeiro ano, ent~ao a capacidade actual da f�abrica serviria at�e ao �m do segundo ano e n~aoseria preciso expandir nem introduzir turnos. Caso as vendas tenham caido no primeiro ano,as vendas durante o segundo ano podem ser altas, normais e baixas, com probabilidades 0,4,0,4 e 0,2 respectivamente. Se as vendas cresceram no primeiro ano, as vendas no segundopodem ser altas, normais e baixas com probabilidades 0,3, 0,3 e 0,4 respectivamente.No caso em que as vendas caem durante o primeiro ano, os meios libertos no �m dosegundo ano s~ao: Decis~ao tomada Meios Libertos no segundo anopara o primeiro ano Alta Normal BaixaTurnos 350.000 335.000 325.000Expandir 345.000 325.000 310.000Se as vendas aumentam no primeiro ano, a gest~ao enfrenta uma nova decis~ao no in��ciodo segundo ano. A escolha �e entre a expans~ao da f�abrica ou a introdu�c~ao de turnos. Nestecaso, a tabela que relaciona as vendas no segundo ano com os meios libertos �e:Ano 1 Ano 2 Alta Normal BaixaExpandir Expandir 410.000 395.000 380.000Expandir Turnos 425.000 408.000 395.000Turnos Expandir 390.000 360.000 345.000Turnos Turnos 395.000 370.000 355.000Desenhar a �arvore de decis~ao para o per��odo de dois anos e, usando o crit�erio do valormonet�ario esperado, determinar qual deve ser a estrat�egia desta empresa.48
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