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O estudo do investimento baseado em carteiras de t��tulos teve o seu primeiro avan�co sig-ni�cativo em 1952 com Henry Markowitz [3]. A intui�c~ao b�asica de Markowitz �e de que ascaracter��sticas particulares de cada um dos t��tulos contribuem pouco para o aumento dariqueza de um investidor. Importam mais as caracter��sticas de todo um conjunto de activosorganizados em carteiras e onde cada um deles existe numa dada propor�c~ao.Este texto ensina a manipular t��tulos (activos) cotados emmercados de capitais com vista�a constitui�c~ao de carteiras e optimiza�c~ao dos seus ganhos. Tais activos podem ser ac�c~oes,obriga�c~oes, bens imobili�arios ou quaisquer outros, embora os exemplos aqui dados se re�ramapenas a ac�c~oes.
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Cap��tulo 1Cota�c~oes e GanhosConsidere-se um conjunto 1; � � � ; j; � � � ; N de activos cujo valor futuro �e incerto. Os investi-dores estar~ao interessados em conhecer os ganhos que podem esperar com a sua compra,E(Rj), as variâncias desses ganhos, VAR(Rj) e as covariâncias entre eles, COV(Rj; Ri) (�efrequente encontrar-se a nota�c~ao �2j para a variância e �ji para a covariância). O interesseem considerar ganhos em vez de cota�c~oes vem do �obvio signi�cado econ�omico que os �ultimostêm.O exemplo que se segue descreve duas cota�c~oes mensais, as do activo A e do activo B, aolongo de um ano (ver a �gura 1). As listas que se mostram do lado esquerdo da �gura d~aoa cota�c~ao �a hora do fecho da Bolsa no �ultimo dia em que houve transa�c~oes em cada mês.O per��odo zero|o primeiro da lista|mostra a cota�c~ao �a partida ou inicial de cada activo.Pretende-se calcular as caracter��sticas estat��sticas destas duas s�eries.1.1 C�alculo dos GanhosO primeiro a fazer �e transformar cota�c~oes em ganhos (return) mensais. Um ganho mensal�e o ganho percentual que auferiria um investidor que comprasse um activo no �m do mêst� 1 e depois o vendesse no �m do mês seguinte, o t. Dado um mês t e um activo chamadoactivo A, o ganho mensal RAt seriaRAt = Dividendost + Cota�c~aot � Cota�c~aot�1Cota�c~aot�1 (1)No nosso exemplo ignora-se a possibilidade de serem distribuidos dividendos.Aplicando a f�ormula acima, os ganhos mensais em percentagem seriam facilmente calcu-lados e dariam activo A activo B1
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25.000 45.000
24.125 44.875
23.375 46.875
24.750 45.250
26.625 50.875
26.500 58.500
28.000 57.250
28.875 62.750
29.750 65.500
31.375 74.375
36.250 78.500
37.125 78.000
36.875 78.125Figura 1: Evolu�c~ao, ao longo de um ano, das cota�c~oes mensais de dois activos cotados, A eB. mes cotacao ganho cotacao ganho0 25 451 24.125 -3.500% 44.875 -0.278%2 23.375 -3.109% 46.875 4.457%3 24.75 5.882% 45.25 -3.467%4 26.625 7.576% 50.875 12.431%5 26.5 -0.469% 58.5 14.988%6 28 5.660% 57.25 -2.137%7 28.875 3.125% 62.75 9.607%8 29.75 3.030% 65.5 4.382%9 31.375 5.462% 74.375 13.550%10 36.25 15.538% 78.5 5.546%11 37.125 2.414% 78 -0.637%12 36.875 -0.673% 78.125 0.160%1. Validade do racioc��nio: Vai-se agora fazer uma suposi�c~ao arrojada, a de que ocomportamento estat��stico destas s�eries se mantêm inalterado ao longo do tempo. Assim,as caracter��sticas dos ganhos no futuro | os seus valores esperados, as suas variâncias e co-variâncias | podem ser estimadas, isto �e, podem deduzir-se calculando essas caracter��sticastais como foram observadas no passsado. Em geral, esta suposi�c~ao �e veri�cada aproximada-mente na pr�atica, desde que os per��odos considerados n~ao sejam longos. Por�em, d~ao-se casosem que as caracter��sticas estat��sticas de activos cotados na Bolsa se modi�cam bruscamente.Foi o caso das cota�c~oes de companhias petrol��feras em 1973 ou de companhias de trans-porte a�ereo dos Estados Unidos quando, em 1978, cairam as barreiras proteccionistas do2



governo [2].Se a suposi�c~ao acima �e considerada aceit�avel, a m�edia, �R dos ganhos no passado podeconsiderar-se como um bom estimador do valor esperado, E(R), desses ganhos no futuro.Usando as fun�c~oes estat��sticas existentes em qualquer folha de c�alculo �e facil de ver que, paraos activos A e B, esses valores esperados e variâncias seriam:activo A activo BValor esperado Variância Valor esperado Variância3.4133% 0.002525 4.8835% 0.0037982. C�alculo de Covariâncias: Pretende-se agora saber qual ser�a a covariância | avaria�c~ao conjunta | dos ganhos. Tal como o coe�ciente de correla�c~ao, a covariância medeo grau em que dois ganhos, A e B, variam em un��ssono. O coe�ciente de correla�c~ao �e umacovariância estandardizada. A covariância calcula-se aplicando a f�ormulaCOV (RAt; RBt) = 1M X[RAt � E(RAt)]� [RBt � E(RBt)] (2)em queM �e o n�umero de casos (no nosso casoM = 12). Notar que a variância �e a covariânciade um ganho consigo pr�oprio. �E facil achar a covariância:activo A activo Bmes cotacao ganho cotacao ganho R(A)-E(A) R(B)-E(B) produto0 25 451 24.125 -3.500% 44.875 -0.278% -0.0691 -0.0516 0.00362 23.375 -3.109% 46.875 4.457% -0.0652 -0.0043 0.00033 24.75 5.882% 45.25 -3.467% 0.0247 -0.0835 -0.00214 26.625 7.576% 50.875 12.431% 0.0416 0.0755 0.00315 26.5 -0.469% 58.5 14.988% -0.0388 0.1010 -0.00396 28 5.660% 57.25 -2.137% 0.0225 -0.0702 -0.00167 28.875 3.125% 62.75 9.607% -0.0029 0.0472 -0.00018 29.75 3.030% 65.5 4.382% -0.0038 -0.0050 0.00009 31.375 5.462% 74.375 13.550% 0.0205 0.0867 0.001810 36.25 15.538% 78.5 5.546% 0.1213 0.0066 0.000811 37.125 2.414% 78 -0.637% -0.0100 -0.0552 0.000612 36.875 -0.673% 78.125 0.160% -0.0408 -0.0472 0.0019A covariância �e a m�edia da coluna \produto" e vale 0,000364. Este n�umero, ao contr�ariodo coe�ciente de correla�c~ao, n~ao �e de interpreta�c~ao directa. O seu valor depende da escalae unidades usadas. 3



3. Correla�c~ao: O coe�ciente de correla�c~ao, �, pode obter-se por estandardiza�c~ao dacovariância: �AB = COV (A;B)qVAR (A) �VAR (B) (3)Neste caso o valor de �AB �e 0,1. O coe�ciente de correla�c~ao mede o grau, expresso sob a formade um r�acio, de co-varia�c~ao existente entre dois ganhos. Varia sempre entre +1 e �1. Estesvalores extremos indicariam uma rela�c~ao linear: Um ganho seria uma r�eplica aumentadaou diminuida do outro. Uma correla�c~ao de zero, pelo contr�ario, indicaria ausência de co-varia�c~ao. A independência de dois fen�omenos estat��sticos gera coe�cientes de correla�c~aonulos. Por�em, note-se que o inverso n~ao �e verdadeiro: Podem existir casos em que se obt�emum coe�ciente de correla�c~ao nulo sem que os fen�omenos sejam independentes.4 Note-se tamb�em que, caso se desejasse escrever a covariância em percentagem | comose fez para os ganhos | ter-se-ia que escrever 3,64% o que �e dez mil vezes o n�umero obtidoe n~ao cem vezes.1.2 Valor Esperado e Variância de uma Carteira comDois T��tulosVai-se agora supôr que existe uma carteira com metade dos t��tulos do activo A e a outrametade do activo B. Qual ser�a a m�edia do ganho | ou o ganho esperado | dessa carteira?E qual ser�a a sua variância ou risco? Fazendo o c�alculo ponderado, obtêm-se os seguintesganhos mensais para a referida carteira:mes A B carteira1 -3.500% -0.278% -1.889% 0.5 proporcao de A2 -3.109% 4.457% 0.674%3 5.882% -3.467% 1.208%4 7.576% 12.431% 10.003%5 -0.469% 14.988% 7.259%6 5.660% -2.137% 1.762%7 3.125% 9.607% 6.366%8 3.030% 4.382% 3.706%9 5.462% 13.550% 9.506%10 15.538% 5.546% 10.542%11 2.414% -0.637% 0.888%12 -0.673% 0.160% -0.257% 4
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0    4.8836%  0.00380
0.1    4.7363%  0.00317
0.2    4.5891%  0.00265
0.3    4.4419%  0.00224
0.4    4.2947%  0.00195
0.5    4.1475%  0.00176
0.6    4.0002%  0.00169
0.7    3.8530%  0.00173
0.8    3.7058%  0.00188
0.9    3.5586%  0.00215

1    3.4113%  0.00253Figura 2: Os ganhos esperados e os riscos para diversas propor�c~oes de dois activos numacarteira onde existem apenas dois t��tulos.3.411% 4.884% 4.147% sao os ganhos esperados0.00253 0.00380 0.00176 sao as variancias (risco)�E facil de ver que a m�edia ou ganho esperado da carteira �e igual �a m�edia ponderadados ganhos esperados em cada activo. Isto �e uma regra geral: O ganho esperado de umacarteira �e a m�edia ponderada dos ganhos esperados dos seus componentes. Os factores depondera�c~ao s~ao as propor�c~oes de cada activo dentro da carteira:E(RP ) =XE(Ri)� wi (4)No nosso caso | apenas dois activos | seria:E(RP ) = E(RA)� wA + E(RB) � (1 � wA)A variância ou incerteza de uma carteira �e um pouco mais complicada de obter. O seu valordepende fortemente do grau de co-variabilidade existente entre os activos que a comp~oem.No caso de apenas dois activos, A e B, com um coe�ciente de correla�c~ao de �AB ela seria:VAR (RP ) = VAR (RA)�w2A+VAR (RB)� (1�wA)2+2�wA � (1�wA)�COV (RA; RB)Mais adiante se introduzir~ao as f�ormulas respeitantes ao caso geral.5 Lembremos ainda que a informa�c~ao foi de�nida como uma redu�c~ao na incerteza.Claramente, se um investidor conseguir, atrav�es de uma diversi�ca�c~ao apropriada, reduzir avariância da sua carteira, estar�a a reduzir a incerteza e portanto ter�a obtido um ganho eminforma�c~ao.6 �E frequente que se pretenda saber quais os valores esperados e a incerteza associadaa uma carteira para diversas poss��veis propor�c~oes, wi, dos activos que a comp~oem. Vai-se5



fazer isso com o exemplo que se tem vindo a usar. �E facil obter uma tabela como a da�gura 2. Observe-se, do lado direito da mesma �gura, o gr�a�co da varia�c~ao dos ganhosesperados com a variância para estas diversas propor�c~oes. Cada investidor escolheria, deentre as poss��veis propor�c~oes, aquela que melhor se ajustasse �as suas preferências, i.e., aodesejado compromisso entre o risco e o ganho esperado.
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Cap��tulo 2Mais de Dois T��tulosNo caso de N activos, vai-se supôr que a propor�c~ao do activo i na carteira �e wi. Usar-se-�anota�c~ao matricial. Os wi formam um vector-coluna a que se chamar�a �:� = 26666666664 w1w2w3...wN 37777777775Em certos casos pode ser conveniente escrever-se este vector como uma linha:�T = [w1; w2; w3; � � � ; wN ]�T �e o transposto de �.2.1 Ganhos Esperados e VariânciasO ganho esperado para uma carteira cujas propor�c~oes de diferentes activos s~ao as dadas por� �e a m�edia ponderada dos ganhos esperados de cada activo. Assim,E(RP ) = NXi=1E(Ri)� wiEsta mesma express~ao tem, em nota�c~ao matricial, o seguinte aspecto:E(RP ) = E(R)T� = �TE(R)Quanto �a variância da carteira com mais de dois t��tulos, ela vem dada pela express~aoVAR (RP ) = NXi=1VAR (Ri) �w2i + NXi;j=1;i 6=;j COV (Ri; Rj)� (2wiwj)7



A variância de cada activo aparece nesta f�ormula a multiplicar pelo quadrado da sua pro-por�c~ao na carteira. A covariância de cada par de activos diferentes aparece tamb�em umavez, a multiplicar pelo dobro do produto da sua propor�c~ao na carteira.7 Todo o tratamento matem�atico das f�ormulas acima se simpli�ca ao usar-se uma nota�c~aomatricial. de�nindo a matriz de variância e covariância, S, como sendo a matriz que cont�emas variâncias em diagonal e as covariâncias nas outras c�elulas da seguinte forma:S = 26666666664 VAR (R1) COV (R1;2) COV (R1;3) � � � COV (R1;N)COV (R2;1) VAR (R2) COV (R2;3) � � � COV (R2;N)COV (R3;1) COV (R3;2) VAR (R3) � � � COV (R3;N)...COV (RN;1) COV (RN;2) COV (RN;3) � � � VAR (RN ) 37777777775a variância de uma carteira vem dada pela express~ao (conhecida como forma quadr�atica)VAR (RP ) = �TS � (5)que corresponde �a express~ao acima mas �e mais f�acil de implementar. As f�ormulas matriciaispodem ser resolvidas com facilidade em algumas folhas de c�alculo que disp~oem de comandospara multiplicar, inverter e transpor matrizes.8 Quando o n�umero de observa�c~oes �e pequeno, pode obter-se directamente a matriz devariância e covariância a partir da matriz Rn�p dos ganhos (n, n�umero de observa�c~oes; p,n�umero de t��tulos) usando a f�ormulaS = 1=n RTR� EET (6)onde Ep�1 �e o vector dos valores esperados.2.2 A Carteira E�cienteUma carteira e�ciente �e aquela que apresenta o menor risco de entre todas as carteiras comum dado ganho esperado. Pode tamb�em de�nir-se a carteira e�ciente como a que tem omaior ganho esperado de entre todas as que têm o mesmo risco. A fronteira e�ciente �e oconjunto de todas as poss��veis carteiras e�cientes. De facto, para uma dada colec�c~ao deactivos, existe um n�umero in�nito de propor�c~oes capazes de originar uma carteira e�ciente.Essas diferentes propor�c~oes de�nem a fronteira e�ciente.Um investidor ter�a obviamente todo o interesse em que a sua carteira se situe na fronteirae�ciente. Isso signi�ca que a incerteza a que se exp~oe �e a m��nima poss��vel para um dado8



ganho esperado. Nesta sec�c~ao apresentar-se-�a o suporte anal��tico necess�ario �a determina�c~aode carteiras e�cientes e da respectiva fronteira. Nas sec�c~oes seguintes dar-se-�a um exemplode implementa�c~ao.9 Sob o ponto de vista anal��tico, o problema de encontrar a fronteira e�ciente de umdado conjunto de activos resume-se a um caso simples de optimiza�c~ao linear. Dado um ganhoesperado E(RP ), a carteira e�ciente ser�a a que obedecer aminXi Xj COV (Rij)� wij = VAR (RP )sujeito a Xi RP � wi = E(Rp) e a Xi wi = 1Black (1972) [1] mostrou que a fronteira e�ciente �e o locus de todas as combina�c~oes convexasde duas carteiras que sejam e�cientes. Isto signi�ca que, se as duas colec�c~oes de propor�c~oes�1 = hw11; w12; w13; � � � ; w1Ni e a �2 = hw21; w22; w23; � � � ; w2Niforem e�cientes, tamb�em o ser�a qualquer combina�c~ao destas colec�c~oes. Assim, tomando umapropor�c~ao ! da primeira e (1�!) da segunda e construindo dessa forma uma nova carteira,ter-se-ia:�1! +�2(1� !) = hw11! + w21(1� !); w12! + w22(1� !); � � � ; w1N! + w2N (1� !)i :Uma forma simples de determinar a fronteira e�ciente consiste portanto em achar duascarteiras que o sejam e depois combin�a-las em propor�c~oes vari�aveis, !. Cada ! determinaum ponto da fronteira e�ciente. �E este o processo que se usar�a no exemplo a apresentar.10. O m�etodo: Suponha-se que s~ao conhecidos os ganhos esperados, E(Ri); i = 1; N ,e as variâncias-covariâncias desses ganhos, COV (Rij); i; j = 1; N . Uma forma expedita deachar uma de entre as poss��veis carteiras e�cientes seria a resolu�c~ao simultânea do seguintesistema de equa�c~oes em z:E(Ri)� C =Xj COV (Rij)� zj; i = 1; Nonde C �e um n�umero positivo qualquer. Obt�em-se assim um conjunto de valores para z,os quais, depois de normalizados, d~ao as propor�c~oes de uma de entre as poss��veis carteirase�cientes. O m�etodo acima vem descrito em Elton & Gruber (1984) [2].11 Depois de resolvido o sistema de equa�c~oes, podem achar-se os wi tais quewi = ziPj zj (7)9



Estes wi s~ao as propor�c~oes de cada activo que correspondem a uma de entre as poss��veiscarteiras e�cientes.12. Matrizes: O sistema resolvido acima pode escrever-se em nota�c~ao matricial:R� C = SZonde S �e a matriz de variância-covariância, Z �e um vector de inc�ognitas e R �e o vector dosganhos esperados de cada activo. Para resolver este sistema, multiplicam-se ambos os ladospor S, �cando Z = S�1[R� C] (8)Se este sistema fôr resolvido duas vezes com dois valores diferentes de C, obtêm-se duascarteiras e�cientes. Chamemos-lhes �1 e �2. Para se obterem mais pontos que estejamtamb�em sobre a fronteira e�ciente, �e preciso determinar a covariância entre �1 e �2.Assumindo que �1 e �2 s~ao vectores-coluna, a covariância seria dada por uma general-iza�c~ao da f�ormula (5): COV(�1;�2) = �1TS �2 (9)onde �1T �e o transposto de �1. Uma vez achada esta covariância, o lugar geom�etrico detodas as poss��veis carteiras e�cientes vir�a dado por! �1 + (1 � !) �2para qualquer !. SendoR1 eR2 os vectores que contêm os ganhos esperados dos componentesdas carteiras e�cientes 1 e 2, ter-se-ia:R1 = �1T E(R) e tamb�em R2 = �2T E(R) (10)Recorde-se por �m que o ganho esperado e a variância de qualquer carteira composta deduas carteiras e�cientes na propor�c~ao de ! e 1� ! vêm dados porE(RP ) = ! R1 + (1� !) R2; (11)VAR (RP ) = !2 VAR (R1) + (1� !)2 VAR (R2) + 2! (1� !) COV (R1;2) (12)Uma vez que folhas de c�alculo como a 123 podem manipular matrizes, o formalismo desen-volvido acima est�a dentro das suas posibilidades. Nas pr�oximas sec�c~oes discutir-se-�a umaimplementa�c~ao de tal formalismo. 10



Ganhos anuais com activosdata 1 2 3 4 5 6 71974 -0.0118 -0.08 -0.2877 -0.3909 0.1671 0.0128 -0.0943-0.0302 -0.0282 0.1014 0.0834 0.1887 0 0.069-0.1923 -0.0772 -0.2041 -0.3175 -0.3135 -0.1528 -0.3472...1988 0.0578 -0.0386 -0.0921 -0.0442 -0.0432 -0.041 -0.0233-0.0321 0.0462 -0.0357 -0.006 -0.037 0.0159 -0.049variance-covariance matrix:1 2 ... 71 0.008166 0.003999 0.0041742 0.003999 0.010119 0.0039793 0.006154 0.006832 0.0075264 0.004010 0.005525 ... 0.004438Figura 3: Determina�c~ao de S: Uma poss��vel disposi�c~ao dos dom��nios dentro da folha dec�alculo. Neste caso, existem sete activos2.3 O C�alculo de uma Matriz de Variância-CovariânciaO ponto de partida para a determina�c~ao da fronteira e�ciente �e o c�alculo de S, a matrizde variância-covariância de uma colec�c~ao de ganhos obtidos com activos. J�a se viu comoproceder no caso de um n�umero n~ao muito elevado de observa�c~oes.A �gura 3 na p�agina 11 ilustra uma poss��vel disposi�c~ao dos diversos dom��nios dentro deuma folha de c�alculo que executa tal tarefa.2.4 O C�alculo de Carteiras E�cientesDe posse de S, a matriz de variância-covariância, e conhecendo-se os ganhos esperados decada activo, �e poss��vel a determina�c~ao de colec�c~oes � de propor�c~oes de cada activo capazesde tornar e�ciente tal carteira. Este assunto foi abordado analiticamente na sec�c~ao 2.2.13. Tabela da Fronteira E�ciente: A partir dos valores esperados, variâncias e co-variância das duas carteiras e�cientes, �e poss��vel construir uma tabela com diversas com-bina�c~oes de ambas e obter assim a fronteira e�ciente. A �gura 4 (p�agina 12) mostra, para 16activos cotados na Bolsa de Nova York (cota�c~oes mensais entre Janeiro de 1976 e Dezembro11
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<-TTFigura 4: Bolsa de Nova York, cota�c~oes mensais entre Janeiro de 1976 e Dezembro de1985. Os ganhos esperados e os riscos (variância) para diversas propor�c~oes de duas carteirase�cientes determinam uma fronteira e�ciente (asteriscos). No mesmo gr�a�co, as posi�c~oesocupadas por cada um dos activos em causa, pelo ��ndice do mercado e pelos T��tulos doTesouro (TT).de 1985) os ganhos esperados e a variância para tais propor�c~oes. No mesmo gr�a�co podemver-se tamb�em as posi�c~oes ocupadas por cada um dos activos em causa, pelo ��ndice do mer-cado e pelos T��tulos do Tesouro | supostamente, um activo que n~ao tem risco. A referidatabela pode facilmente obter-se com a aplica�c~ao das f�ormulas (11) e (12) para ! crescentes.No caso presente, estas f�ormulas assumem o aspecto+OMEGA*$MEAN(1)+(1-OMEGA)*$MEAN(2) (valor esperado)+OMEGA^2*$VAR(1)+(1-OMEGA)^2*$VAR(2)+2*OMEGA*(1-OMEGA)*$COV(1,2) (variancia)As �guras 5 e 6, nas p�aginas 13 e 14, mostram uma poss��vel distribui�c~ao dos dom��nios,registos e outros elementos deste exerc��cio numa folha de c�alculo. Tanto a tabela que originaum gr�a�co semelhante ao da �gura 4 como as macros, n~ao s~ao aqui representadas.As duas carteiras e�cientes descobertas com a t�ecnica descrita podem estar perto umada outra sobre a fronteira e�ciente ou, pelo contr�ario, separadas. Quando est~ao perto,pode ser preciso fazer variar a propor�c~ao de uma e outra entre extremos para al�em de 1 ouinferiores a zero. Caso contr�ario, apenas uma por�c~ao muito pequena da fronteira e�cienteseria desenhada.14. Propor�c~oes negativas: Ao examinar as propor�c~oes que determinam as carteirase�cientes 1 e 2, pode acontecer que algumas delas sejam negativas. Isto quer dizer que esseactivo �e vendido curto (short sell). Um activo �e vendido curto quando ele n~ao pertence aquem o vende mas foi apenas emprestado. 12



Variance-covariance matrix:1 2 3 ... 14 15 161 0.006395 0.004496 0.001509 ... 0.002005 0.002255 0.0015092 0.004496 0.006299 0.001026 ... 0.001847 0.002106 0.001026...16 0.001509 0.001026 0.003454 ... 0.002008 0.001526 0.000646Inverted variance-covariancematrix: 1 2 3 ... 14 15 161 399.6408 -250.198 -34.1898 ... 23.10387 -31.1609 15.834642 -250.198 368.8991 34.32297 ... -41.2646 -40.1838 47.86788...16 15.83464 47.86788 58.31418 ... -79.3064 -70.7608 402.4430Figura 5: Uma poss��vel distribui�c~ao de elementos na folha de c�alculo que determina a fron-teira e�ciente (primeira parte).2.5 Exerc��cio15 Num artigo bem conhecido, Roll (1978) [4] discute a capacidade do CAPM para classi�caro desempenho de uma carteira. Roll usa um exemplo contendo quatro activos com a seguintematriz de variância-covariância: S = 26666664 10 2 4 52 20 4 14 4 40 105 1 10 60 37777775O vector de ganhos esperados �e: R1 = [6; 7; 8; 9] :Roll a�rma que as seguintes cinco carteiras s~ao e�cientes:w (1) w (2) w (3) w (4) w (5)59.60% 40.70% -4.40% -49.60% 18.20%27.60% 31.90% 42.00% 52.40% 37.00%7.69% 14.00% 29.00% 44.10% 21.50%13



Working areas: Efficientportfolio proportionsvector meansof minus vector vector vector vectormeans constant z (1) z (2) x (1) x (2)0.016191 -6.98380 1.203301 -135.452 1 9.27% 2.04%0.011941 -6.98805 1.708156 -1330.53 2 13.16% 20.06%0.009616 -6.99038 2.326083 -1886.27 3 17.92% 28.43%. . . . .. . . . .. . . . .0.016583 -6.98341 2.824715 -1295.18 16 21.76% 19.52%Line-vector areaTransposed proportions:1 2 3 ... 16x(1)t 9.27% 13.16% 17.92% ... 21.76%x(2)t 2.04% 20.06% 28.43% ... 19.52%Interim calculations:1 2 3 ... 16interim 0.001247 0.000920 0.000740 ... 0.001277Figura 6: Uma poss��vel distribui�c~ao de elementos na folha de c�alculo que determina a fron-teira e�ciente (segunda parte).
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Figura 7: A fronteira e�ciente para os quatro activos propostos por Roll.14



5.08% 13.40% 33.30% 53.10% 23.30%�E a sua a�rma�c~ao correcta (ver �gura 7)?
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