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INTRODUCAO A REGRESSAO
COM TIME SERIES

E AUTOCORRELACAO DOS ERROS

Wooldridge §10, 11, 12

0.1 Alguns Conceitos Introdutérios em Time Series

Para dados seccionais é (normalmente) consensual admitir-se que a amostra é aleatdria no sentido
em que nao existe depéndencia entre as observagoes. O valor registado para o agente ¢ nao é
influenciado pelo do agente j,7 # j. Veja-se as hipoteses M1 e M4.2.

Na presenca de time series - dados de natureza cronolégica - esta propriedade raramente
se verifica. Sendo uma sequéncia de valores que estd indexada por t, uma determinada time
series apresentada correlagoes significativas em momentos préximos na amostra. Tomemos os
exemplos da taxa de desemprego, inflacéo, indice PSI-20, entre muitas outras time series. Para
qualquer destes casos, a obsevacao num periodo ¢, diga-se 2005, depende (esta correlacionada)
dos valores registados no passado t — 1,t — 2, ... e de uma forma mais acentuada em relagdo aos

mais recentes. Alguns conceitos sao apresentados em seguida.

Definition 1 Uma time series (ou processo estocastico) em R é uma fungao real Y (t,w) definida
em & X 2 em que para cada t fizo, Y (t,w) € uma varidvel aleatdria no espago de probabilidade
(Q,A,P).

A fungao Y (t,w) é normalmente representada por Y;(w) ou Y; e pode ser interpretada como
uma sequéncia {Y; : t € S} de varidveis aleatérias onde & é um conjunto de indices, normal-
mente § = {0,1,...} ou & = {...,—1,0,1,...}. Se ¥ contém apenas um elemento, entdao Y; é
simplesmente uma unica varidvel aleatéria. Para w €  fixo, Y (t,w) é uma funcao real de ¢
(sequéncia de nimeros reais). Esta funcdo é denominada por realizacdo. Conceptualmente, o
grafico de uma varidvel time series corresponde ao grafico de Y (¢,w),w fixo. A coleccao de todas

as possiveis realizagoes é denominada por ensemble de realizagoes.



Em termos de notacao, nao confundir os conceitos de Y, {2 com os apresentados no contexto
do MRLM!

Definition 2 A funcao distribuicao conjunta de um conjunto finito de varidveis aleatdrias
{Vi,,Ys,,... Yo } da colecgao {Y; : t € T} € definido como

FYtl,Ytzw-,th (ytlvytzv "'7ytm) = P{w : Y(t17w) S Yt1s ...,Y(tm,W) S ytm} .

Definition 3 O processo estocdstico (time series) Yy € estritamente estaciondrio se para ar-
bitrdrios t1 < ... < tm, a fun¢do distribuicio conjunta de {Yy,...,Y:, } € igual a funcgdo dis-

tribuicao conjunta de {Yy, 1p,..., Yy, +h}t com h > 1.

Como o processo estritamente estacionario tem identica fungao distribuicao conjunta para
periodos adjacentes, isso implica que também tem momentos iguais para periodos adjacentes,
nomeadamente correlagoes. Veja-se o caso de m = 2. Um conceito mais lato é o de processo
estaciondrio em covaridncia em que os primeiros e segundos momentos sao constantes para todo

t e as covariancias entre duas observacoes dependem apenas do desfasamento e nao de t.

Definition 4 O processo estocdstico Y; € estaciondrio em covariancia se para todo t e | >
0,E(Y;) =peCov(Yy,Yip)=T().

Em certas varidveis macroeconémicas e financeiras que possuem a propriedade de estacionar-
idade e em que existe correlagdo entre periodos diferentes, é fundamental garantir que essa de-
pendéncia va-se dissipando a medida que as observacoes estao mais distantes no tempo. Neste
sentido, definimos da seguinte forma um processo estaciondario cuja memoria vai desaparecendo
a medida que o desfasamento temporal aumenta indefinidadmente (processo assimptéticamente

nao correlacionado/independente).

Definition 5 O processo estocdstico estaciondrio Y; possui memdria que se dissipa se I' (1) — 0

quando | — oo.

Esta é apenas uma forma de definir um processo dito fracamente dependente (weakly de-
pendent) em que se caracteriza por independéncia assimptdtica. Existem outras defini¢oes para
processos weakly dependent nas quais existem (U)LLN e (F)CLT que podem ser invocados (por

exemplo, a—mixing e m—dependent).
e (Plots ...)

Voltemos ao MRLM. Como, ao contrario dos dados seccionais, a ordem da observacao é

importante no estudo de varidveis time series, utilizamos a seguinte notacao para o MRLM



(incluindo o termo independente):

Yy = ﬂ1+52$t2+...+ﬂkl‘tk+ut:ZL‘;ﬂ‘FUJt,t:l,...,T (1)
y = XB+u
T, = (Lzeznzi) ot =1 T Brocr = (B1, B, s B)
U1 3:/1 1 x99 ... z1
Yrxi = s Xwk = =1 ... .. ;
yr l‘/T 1 zr9 ... 7k
UTx] = (ul,...,uT),.

Em time series, os regressores podem relacionar-se contemporaneamente com a variavel depen-
dente ou de uma forma desfasada. E a teoria econémica ou o préprio investigador que estabelece
o tipo de especificacdo no modelo. Entre muitas outras formas funcionais (e nem todas serao

alvo de estudo na disciplina) salientamos as seguintes:

Example 1 y; = 8y + By + ... + B +u, t =1,..,T

Example 2 y; = 31 + Boxy + B314—1 + ... + Bpovi +ug,t =1,...,T
Example 3 y; = ) + Boxt + Baye—1 + ... + Broyi—i +ug, t =1,...,T
Example 4 y; = 8 + Boys—1 +u, t =1,...,T

Example 5 y; = 81 + Boys—a + B3yt—s +ug, t =1,...,T

Example 6 y; = 81 + Byt + B3ye—1 + Baxi—1 +ug, t =1,...,T
Example 7 y, = 31 + Bt +ug, t = 1,..., T

Example 8 y, = u,t =1,...,T

Example 9 y; = 8 + Bour—1 +ug, t =1,...,T

Example 10 y; = 31 + Boyt—1 + Baue—1 +ug, t = 1,...,T

Devido a sua importancia, estudamos em seguida as propriedades dos processos nos exemplos
8, 9 e 4. Denomine-se ; por ruido branco (white noise) o processo em que E (g,) = 0,V (g;) =
02 < oo el (l) =0 para todo [ : g, ~ wn (0, ag) . E raro encontrar-se uma variével econémica
que seja ruido branco - i.i.d. - mas o seu estudo justifica-se pela sua simplicidade e base de
construcao de modelos mais sofisticados.

O processo médias moveis de primeira ordem, M A(1), y; satisfaz

Y = By + Bogi—1 + e, 60 ~wn (0,02) 6 =1,..,T. (2)



E facil de concluir que o processo M A(1) é estaciondrio e de memdria que se dissipa, para

qualquer valor real de 31, 34, pois

ﬂQU?:,l =1

3
0,l>1 3

E(y) =By V () = (63 + 1) 05T (1) = {

O processo autoregressivo de ordem um, AR(1), sem termo independente y; satisfaz

Vi = PYi_1 -+ Et, € ~ wn (O,ag),tzl,...,T. (4)
t—1 ¢

v = Pyt Peaj=pyp+d o (5)
=0 i—1

Se considerarmos que o processo teve inicio no passado mais distante, Sy = {—o0,...,t — 2,t — 1,t},

w=> pPaj=Y pla (6)
=0 i=1

Para que este processo seja estacionario e de memdria que se dissipa, |p| < 1. Neste caso,

2
%e _.T(1) = p'V () ; Cor (Y, Yiys) = 0 (7)

E(y) =0,V (y) = =)

e (Demonstragoes, plots)

Por simplicidade, neste capitulo vamos estudar o MRLM em que nao existe qualquer variavel
desfasada (y nem x) no conjunto dos regressores mas onde introduzimos autocorrelagao nos erros
(e consequentemente em y;). O objectivo é por isso similar ao do capftulo da heterocedasticidade:
estudar o MRLM quando a hip6tese M4.2 nao estd presente (além de existir dependéncia na

time series ).

0.2 Autocorrelagao nos Erros e Consequéncias para o OLS

Em modelos time series onde os erros estao autocorrelacionados, a hipétese classica M4.2 nao
é valida. Devido a efeitos de sazonalidade, persisténcia ou inércia, os dados time series e corre-
spondentes erros estao autocorrelacionados. Este fendmeno também pode ser consequéncia de
uma mé especificagdo (por exemplo, a omissao de y;—1 como regressor ou lags nos ;v's). Neste

sentido, consideramos um esquema de autocorrelagao nos erros tal que
Cov(ug,us|X) = Cov(ug, us|z1, ..., xr) # 0,t,8 = 1,..., T, para algum t # s. (8)

Identificamos esta hipdtese como T'54.2. Convém salientar algumas observagdes. Em primeiro
lugar, a autocorrelagdo nao tem necessariamente de ser para todo t # s (veja-se o caso do
MA(1)) nem tem de ser uma fungao dos regressores, com valores diferente de zero. Em segundo

lugar, a covariancia de ug, us,t # s condicionada aos regressores nao é apenas contemporanea



(x4, xs) mas também com o passado e presente, isto é, é estrita. Claro que este conceito implica

covariancia condicional contemporanea
Cov(ug, us|X) = Cov(ug, us|zy, ) # 0,t,s = 1,..., T, para algum ¢ # s. (9)

Na prética, temos de definir um esquema (especificacao) de autocorrelagdo para os erros: Em

geral, onde
1 a2 ... air
E@?X) .. BE(uiur|X) X ’
QTXT:V(U|X) :E(uu/ |X) = :0_2 oT
E(UTU1|X) E(u%’X} .
(10)
T2_T

¢ uma matriz simétrica, existem no maximo <= + 1 parametros para estimar. Esta podera
ser uma tarefa dificil quando dispomos de T' observacoes (para além de termos de estimar (3)!
Suponhamos que u; é gerado por um AR(1) estaciondrio, |p| < 1. A escolha deste processo é
justificada pela sua simplicidade mas também porque o AR(1) possui um esquema de autocor-
relacdo que tem muito fundamento na teoria econdémica ou empirica - Cor (ug, us1) = p! tem
decaimento exponencial com [. Se para além de seguir uma lei AR(1), u; for homoceddstico (ver

M4.1), entao T'S4 é definida a custa da matriz simétrica positiva definida

E@?|X) .. BE(uur|X)
Qrxr = V(ulX)=E(uu |X)= (11)
E(urui|X) BE(uz|X)
on  po prlon Ly pr!
2 2 -2 2 T_2
po o p- o p 1 P
o C = 4o,
pT—lo.% pT—203 02 pT—l pT—2 1

2
onde p # 0,02 = (l—fp%) e I'(l) = p'o2. Implicitamente, assumimos que exogeneidade estrita
752

E(uw|X) = E(ug|z1,...,zp) =0,t =1,...,T < E(u|X) = 0px1 (12)

se verifica para que Cov(ut, us|X) = E(uius|X). Claramente, exogeneidade estrita implica o

conceito menos restrictivo de exogeneidade contemporaneal

E(u|X) = E(ut|z) = E(uglxg, ...,xy) = 0,6t =1,...,T (13)

LConsequentemente, nio contemporanea exogeneidade implica ndo exogeneidade estrita!



em que algum regressor x;; pode estar correlacionado com passado ou futuro de wu¢, u4;. Um

exemplo desta situacao ocorre no modelo dinamico
Yt :,31+52yt—1+ut;E(Ut|yt—1) :Oat:27'”7T (14)

em que y;—1 tem o papel de regressor (x; = y—1). Aqui, y4—1 € us—1 est@o autocorrelacionados

pois como yi—1 = By + Boyr—2 + u—1,
E(ut|zt) = E(ut|ye—1) = Omas E(ui—1|z) = E(u—1|ys—1) # 0. (15)

Em termos da hipétese T'S1, e para que seja possivel invocar (U)LLN e (F)CLT, consideramos
que no MRLM

Yt = ,81 + ﬁQl‘tQ + ... +/8k;$tk + U = 33;,3 +Ut,t = 1, ...,T, (16)

{(xt1, ooy @y ye) = t = 1,..., T} é um processo estaciondrio e weakly dependent. Finalmente,
mantemos as hipoteses M3 e M5 as quais denominaremos T'S3 e T'S5 : nao existe perfeita
colinearidade, rank(X) =k, e u|X ~ Normal.

Para o modelo 16, sob as hipdteses T'S1 de uma amostra estacionaria e weakly dependent;
TS2 de exogeneidade estrita entre erros e regressores e T'S3 de nao perfeita colinearidade, o
estimador OLS

T -1
> ’ -1 / /
Brx1 = <X X> Xy= (fotfft) Ziﬁtyt (17)
t=1 t=1
-1
T Zle L2 Zle Ttk Z:{:l Yt
— i1 Th e Yo Tt S Ty (18)
T T
D im1 UU?k > ote1 Tkt

_1T

B T
= (/4 <X/X) 1Xlu:ﬁ—|— (ZQUM;) Zévtut (19)
t=1 t=1

é centrado e, consequentemente, consistente, E <B[X > =0fe pjlgI;o B = . Quando a exogenei-
dade estrita é substituida por exogeneidade contemporanea (menos restritiva) o estimador é
consistente (mas nao necessariamente centrado)?. De salientar mais uma vez que neste capitulo,
apesar de algumas referéncias, nao estamos a estudar MRLM’s em que os regressores incluem
varidveis desfasadas (2's,y’s ou ambos)3. Esse serd alvo de estudo num outro capitulo.

Similar ao caso da heterocedasticidade, quando os erros estdo autocorrelacionados, o OLS

nao é BLUE e os testes habituais nao sao vélidos, mesmo assimptéticamente. No MRLS e sob

*Veja-se na revisio das propriedades assimptéticas a relagio entre Cov(u, X) e E(u|X).
3No modelo dinadmico yt = By + Bayt—1 + ut, com uy ~ AR(1), o OLS é inconsistente pois Cov (yz—1,ut) # 0.



uz gerado por um AR(1) estaciondrio, |p| < 1,

T _
V() = - %Tl 7: - _)%>2x) (20)
t=1 Lt =T
Sty V (ur (=) [%) + 2325 S5 Cov (ug (0 = T) e (w445 — F) %)
[2321 (z — T)z} ’
Sicy (2 =)V (wilx) + 235 S (w0 = F) (w0 — F) B (ug, ug %)
[2321 (z — T)z} i
o8 iy (1 =) + 200 3 5 Y T (w0 — ) (weey —T) P
[Zthl (x4 — 5)2} ’
o2 202 3 ST (e — T (g — T)

Sy (2 —T)? [Z,:T:l (z¢ — 5)2} ’

Y

2

onde 02 = (1—05%, que apenas coincide com a expressao standard o7 se p = 0, ou
- —X

0.2
. ~ ard e
seja, E (ug, ui1j/x) = 0 para todo t,j5 > 0 - ndo autocorrelacao (white noise)! Portanto, o

estimador usual para V' <§2|x> é enviesado sempre que p # 0. Se p > 0 e x; estd positivamente

autocorrelacionado com o tempo entao V <ﬂ2|x) > > 0 que significa que a expressao

Uu

T —
. L . R o .
habitual da variancia do estimador OLS para o declive esta sub-avaliada em relagao a verdadeira.
Consequentemente, o estimador ndo estd a ser estimado com tanta precisdo quanto pensamos
e os racios-t estao sobre-avaliados e portanto a tendéncia é de aceitar regressores que podem
nao ser estatisticamente significativos. Inferéncia com testes F e construcao de intervalos de
confianga também sao erréneos. Outra explicacdo para o enviesamente de do estimador para
V (62]x> sob autocorrelacdo é o facto de 2 ser enviesado, E (6\3) # 02

No MRLM,
Shoxh = V <B|X) = <X'X>_1 X'0X (X'X>_1 (21)

L N1
que, em geral, é diferente de o2 (X X ) porque Q # o211 e onde

p lim <1X’QX> =D,
n—oo \ N
uma determinada matriz positiva definida.
Como vimos no capitulo da heterocedasticidade, na pratica, temos de primeiro testar a
hipotese de que os erros nao estao autocorrelacionados. Se nao aceitarmos essa premissa, entao
devemos utilizar uma duas técnicas - estimagao robusta de V(ﬁo Ls) ou estimagdo do modelo

por (F)GLS. Estes serao os tépicos a desenvolver em seguida.



0.3 Testes para a sua Detecgao

Nesta secgao, apresentamos alguns testes a autocorrelagao dos erros u; no MRLM (16). Numa
fase inicial, vamos ignorar modelos dindmicos do tipo (14) em que a hipé6tese de exogeneidade
estrita ndo se verifica?. A andlise gréfica de @; ou /o5 ao longo de ¢ ou o plot (g, U;_1) podem
ser uma primeira abordagem de natureza intuitiva a autocorrelacao dos erros.

Testar a hipdtese de erros u; nao autocorrelacionados sujeitos a lei AR(1),
U = pur_1 + &€, (22)

em que |p| < 1, & é um processo white noise wn (0,0?), e E(et|up—1,u4—2,...) = 0, no MRLM
(16) com exogeneidade estrita (12) F(u|X) = 0,t =1,...,T, é equivalente ao ensaio Hyp : p =0
versus Hy : p # 0. Nestas condigoes, o racio-t no modelo (22) é uma estatistica natural a ser

implementada. Como o0s erros u; nao sao observaveis, o teste t é aplicado ao modelo
U = PUi—1 + €4, (23)

onde u; sdo os (observaveis) residuos OLS e

S Urly

. 24)
T (
D ien Ujyg

/p\ pu—
Apesar de Uy depender de B, sob a hipotese de exogeneidade estrita pode-se demostrar que o
racio-t mantém as propriedades assimptoticas usuais.

O teste de Durbin-Watson é um procedimento alternativo. A estatistica de teste é

DW = 23;2 (at B at—l)z — 23:2 A’L/L\% ~9
PO SSR

(1-9), (25)

e, sob as hipéteses cldssicas do MRLM?®, a sua distribuicdo condicional a X ndo é standard e
depende de T,k (com ou sem termo independente). A distribuigdo admite uma regido do seu
dominio em que o teste é inconclusivo. Esta é delimitada por d e dy, valores que tém de
ser consultados numa tabela. A estatistica DW varia entre 0 e 4 quando p € (—1,1). Sob
Hy : p = 0,DW = 2; sob autocorrelagao positiva Hy : p > 0,DW € (0,2) e DW =~ 0 para
p ~ 1; sob autocorrelagao negativa Hy : p < 0, DW € (2,4) e DW = 4 para p ~ —1. Portanto,
no ensaio Hy : p = 0, Hy : p > 0, nao se aceita Hy para 0 < DW < dp; nada se conclui para
dr, < DW < dy; e aceita-se Hyg para dy < DW < 2. No ensaio Hg : p =0, Hy : p < 0, aceita-se
Hy para 2 < DW < 4 — dy; nada se conclui para 4 — diy < DW < 4 — dy,; e nao se aceita Hy
para 4 — dp, < DW < 4. Quando nada se conclui para o caso de AR(1) com o teste DW, ha
quem utilize o teste AR(1) assimptético, v/T'p 4N (0,1) sob Hy : p = 0. Este teste, no entanto,

é menos potente do que o DW.

4Exogeneidade estrita estd normalmente associada a regressores deterministicos.
5Sob Hy : p = 0 néo hé autocorrelagao.



Os testes do racio-t e da DW nao devem ser aplicados em modelos cuja hipétese de exogenei-
dade estrita nao se verifica (por exemplo, os dindmicos do tipo (14)) porque as suas distribui¢oes
nao sao validas, mesmo assimptéticamente. Para modelos dinamicos de exogeneidade contem-
poranea, é frequente utilizar-se os testes h—Durbin e h — alt quando a amostra é de grande

dimensao (as distribui¢oes sao assimptdticas). A estatistica h—Durbin tem a forma

onde Bz é o estimador do coeficiente associado ao regressor 7;—1, € sob a hipétese nula de p = 0,
¢ assimptoticamente distribuido N (0,1). Como conhecemos a relagao entre p e DW, (25), e a
DW ¢ obtida na maior parte dos programas econométricos, podemos obter a estatistica h — alt

sem ser necessario estimar p :

h— alt = (1 - (27)

Como foi dito anteriormente, h 4N (0,1) e h —alt 4N (0,1).
Para modelos mais gerais de exogeneidade contemporanea (ver (16) e (13)), pode-se usar o

racio-t do coeficiente p da seguinte regressao auxiliar:
Uy = B + Boxia + ... + Brxek + pip—1 + e, t =2,...,T, (28)

onde Ty sio os residuos OLS do modelo (16). A distribuicio para grandes amostras ¢ a usual
(t) porque a inclusao de 9, ..., x4 permite que estes sejam correlacionados com uy—1 como é
préprio da exogeneidade contemporanea - nao é necessario impor exogeneidade estrita (compare
este método com (23))

Para finalizar esta seccdo enunciamos testes a autocorrelacdo dos erros de ordem superior
(ndo restrita a AR(1)). Para erros AR(p), e sob homocedasticidade, uma estatistica é a F

(significancia conjunta de Ug_1, ..., Us—p) da regressao auxiliar®
Uy = By + Bamiz + oo + Bk + prlp—1 + .+ ppllsp +ep,t =p+ 1, T (29)

Alternativamente pode-se usar a estatistica de Breusch-Godfrey (T — p) R?, onde o R? ¢ da
regressao anterior, e que assimptdticante é distribuida como XZ. O teste Box-Pierce e Lyung-

Box sao procedimentos alternativos aos anteriores.

0.4 Estimacao Robusta de V(Bom)

Admitamos que o MRLM tem erros autocorrelacionados. A semelhanca do que foi discutido
no capftulo da heterocedasticidade, uma das solugoes passa por manter o estimador OLS (con-

sistente) mas corrigir as expressoes para V(Borg) de forma a tornar a inferéncia valida. A

SPode-se omitir os z’s sob exogeneidade estrita.



correcao faz-se por escalar os desvios padroes do estimador devido a autocorrelacao. Neste tipo
de procedimento nao é necessario impor exogeneidade estrita e a forma de autocorrelagao pode
ser muito diversa.

Se assumirmos (i) MRLS (um tnico regressor); (ii) homocedasticidade dos erros; e (iii) erros

AR(1), entdo apenas temos que substituir o2 e p por 62 e p na expressao (20). A raiz quadrada

—

de V (32])() denomina-se desvio padrao de ﬁj robusto a autocorrelagdo. Para o MRLM (e homo-

1 P wooptt
p 1 o pi2
cedasticidade e erros AR(1)), substitui-se 02 e p por 52 e pem Q = 2
T T2

Mantendo a hipdtese de homocedasticidade, se a especificacdo da autocorrelacao dos erros fosse
conhecida mas distinta do AR(1) (por exemplo, MA(1)) entao as expressoes para V' <§2|x> e}
seriam outras mas o desvio padrao de ﬁj robusto a autocorrelagao seria obtido de uma forma
andloga: substituir os parametros em V' <BQ|X> e () pelas suas estimativas.

Consideremos o MRLM devido a sua generalidade relativamente ao MRLS. A estimagao ro-
busta de V(ﬁo 1s) a heterocedasticiade e uma forma geral de autocorrelacao (nao apenas AR(1))
serd estudada mais adiante na seccao "Estimador (F)GLS e Estimacao HAC de V(BOLS)”.
Wooldridge (2003) propoe um método para se obter o desvio padrao de Bj robusto a auto-
correlagao apenas (ndo tao geral como a HAC que também admite heterocedasticidade). Ver

Wooldridge (2003) para detalhes. Para j = 2,..., k, a expressao é

~ 2
se <B]’X> = M V7, (30)

Ou

onde seg <B]]x) é o desvio padrao de Bj nao robusto a autocorrelagao (férmula standard do

OLS), 7, ¢ o desvio padrao da regressao (16) e

T m T T m T
b= ) G +2> Kim ( > ata”> =G +2> Y kimid; (31)
t=1 =1 t=Il+1 t=1 =1 t=l+1
l
o . 32
Rim m+1) ( )
at = ’)/"\t’L/L\t; (33)

onde Ty é o residuo OLS do modelo (16) et é 0 residuo OLS da regressao auxiliar que tem y;
como variavel dependente e 4,7 = 1,...,k,i # j como regressores (inclui termo independente).
A escolha para a ”janela” k;,, poderia ser outra e m é previamente escolhido (representa o
numero de lags para o qual se admite a existéncia de autocorrelacao significativa).

Newey and West (1987) por sua vez derivam o seguinte estimador que é robusto apenas a
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autocorrelacao:

o - 13T . , ,
X =250+ T ;tlzﬂ Rl mUtUt—] (iL‘th‘t_l + fUt—let) ) (34)

onde Sy = %Zle U2xyx, (ver a matriz de White no capitulo de heterocedasticidade). A raiz
quadrada de ¥;; é o desvio padrao de 3; robusto a autocorrelagdo. A matriz ¥ é o estimador

consistente para > de Newey-West robusto a autocorrelacao.

0.5 Estimacao Eficiente e Procedimentos Iterativos

Quando o MRLM tem erros autocorrelacionados, exi_s;ce um estimador alternativo ao OI_HS que
é BLUE. Este ¢ um estimador GLS § = (X’Q—l)() X'y v (B|X) - (X’Q—l)() (ver
o capitulo da heterocedasticidade) ou FGLS consoante ele seja vidvel ou nao. Semelhante ao
método apresentado no capftulo da heterocedasticidade, o objectivo é transformar a equagao
(16) com erros autocorrelacionados de tal forma que o novo modelo transformado tenha erros
nao autocorrelacionados. Vamos restringir a andlise a modelos com exogeneidade estrita (12)
E(u|X) = E(w|zy,...;zr) =0,t =1,...,T.
Para o MRLM (16),

Yo = B1 + Boia + oo + Brer +us = 2,0 +ug, t =1, ..., T, (35)
consideremos o caso de erros AR(1),
U = pug_1 + &¢, (36)

o2

em que |p| < Lgg ~ wn (0,02), E(egug_1,u—2,...) = 0 e V(| X) = et A transformacao

adequada é a de quase-diferencas, isto é, subtrair

pYi—1 = p (B + Boti—12 + ... + Brpi—1p +Uup—1) = p (33;71ﬁ + Ut—l) t=2,..,T (37)

a ambos os membros da equagao (16) . Desta forma, o modelo transformado é

e —pyi—1 = (1 —p) B+ Bo (w2 — pri—12) + - + By (T — pre—1) + (ue — pus—1) (38)
= <l‘; - pl‘;—l) ﬂ + (Ut - Put—l) 7t = 27 "'7T7 (39)
yp = (1 —p) By + Baxly + ... + B}y, + &0 = xfﬂ +e,t=2,..,T. (40)

onde €; é nao autocorrelacionado. Para que o OLS do modelo transformado - GLS com p

conhecido - seja BLUE é necessario definir o modelo também para t =1 :

yi = BV1— 4 Botfy + o+ Bl +uf =2t B+ ] (41)

yi = nV1-p%al; =2V - pAul =wy1-p%
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Deste modo, V(u}|X) = 02 < (1%2) = V(u1|X). Neste modelo transformado, as hipdteses
Gauss-Markov sao validas e por isso este estimador GLS, onde p é conhecido, é BLUE. Adicional-
mente, a inferéncia é vélida assimptéticamente (também para amostras de reduzida dimensao
se admitir-mos como verdadeira a hipétese M5 de erros normalmente distribuidos).

Quando p nao é conhecido, o GLS nao é viavel e por isso deve-se procurar usar o FGLS
onde um estimador para p é utilizado. Este é obtido pela férmula (24) que resulta da regressao
(23). O estimador p é consistente e por isso, apesar de poder ser enviesado (o que implica
que pode nao ser BLUE), ao substituir-se p por p em (40) o estimador FGLS B é consistente

(assumimos exogeneidade estrita e dados weakly dependent), assimptéticamente eficiente e a

[©N

inferéncia é valida para amostras de grande dimensdo. Se a primeira observagao (41) nao
utilizada, denominamos este procedimento como método de Cochrane-Orcutt, caso contrario é
o de Prais-Winsten (assimptéticamente, a utilizagdo da primeira observagao nao é necesséria).

Na pratica, e porque este é um procedimento a dois passos no qual as propriedades do
FGLS para amostras finitas nao sao faceis de se obter, estes dois métodos sao aplicados de uma
forma iterativa. A ideia é estimar sucessivamente p (e 3) com novas séries de residuos até i
iteragdo na qual a variacdo de p é negligenciavel. O estimador FGLS B é pois obtido a custa
da tltima iteraciio para p. Eis como o processo iterativo funciona: (i) usar os residuos OLS ugl)
da regressdo (16) e com isso obter (V) de (23); (ii) derivar o estimador FGLS B(l) de (40) com
recurso a pM; (iii) obter os residuos u§2) através do modelo original (16) com B(l) e depois
estimar 5 em (23) com u?); (iv) derivar §(2) de (40) com p?: (v) repetir este processo até
que ﬁ(m) — ﬁ(mfl) < 0.001, por exemplo. Com base em ﬁ(m), o estimador FGLS é B(m).

Para erros AR(p) estacionarios (raizes do polinémio fora do circulo unitério),
Ut = pru—1 + ... + ppUt—p + €, (42)
o estimador (F)GLS ¢é obtido de uma forma semelhante. A transformacao adequada é subtrair
PYt—1+ o+ ppYt—pt =p+1,..,T (43)

a ambos os membros da equacao (16). A andlise do GLS e FGLS é muito semelhante & apre-

sentada para o caso de p = 1.

0.6 Estimador (F)GLS e Estimacao HAC de V(BOLS)

Nesta seccao apresentamos, muito sucintamente, a derivacao dos estimadores BLUE GLS e
FGLS e a estimacao HAC robusta de V(ﬁo s) quando os erros do MRLM séo heterocedasticos
e autocorrelacionados de uma forma funcional geral, E(uu’ |X) = 02Qpx7, onde Q = Q(X) é
uma matriz simétrica e positiva definida. Em termos de notacdo, note-se que pré-multiplicamos
Q por o2 para obter E(uu’|X). Ver os apontamentos de heterocedasticidade (tome-se 02 = 1
para ter uniformidade na notagao!). O objectivo é demonstrar que o modelo transformado tera

erros que satisfazem as hipéteses classicas do MRLM, E(uu’ |X) = o2 I7x7.
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O estimador OLS tem como matriz de variancias-covariancias
- , N1, . -1
Spck =V <ﬂ]X> — o2 <X X> X'0Xx <X X) . (44)

Na estimacao HAC de X, 3, precisamos de um estimador consistente para a matriz de variancias-

covariancias de u, 022, de Newey and West (1987). Por isso,

S = (X’X)il X' B(uv | X)X (X’X) o (45)

onde

m T

E(ud |X) =8, + ZTm,mT (§l n §,’> .5 = % SN @, 1=0,1,...,T—1  (46)
1=1 t=1+1

Para finalizar, deduzimos as expressées dos estimadores GLS and FGLS. Suponha que a
matriz Q7«7 é conhecida. Como Q é SPD (simétrica e positiva definida), Q! é também SPD
e, por isso, admite a decomposicio Q! = P'P, onde P é invertivel e PQP" = Ipyr. Pode-se
provar que a diagonalizacio de Q, SPD, é Q = CAC' = CAY2AY2C', onde A é uma matriz
diagonal com os valores préprios de §2, todos eles positivos. A transformacao do modelo original

é

y=XB+us Py=PXB+Pusy =X"6+u", (47)
onde
E(*|X) = E(PulX)=PE(u|X)=0, (48)
E'X*) = E[E@|X)|X"]=FE[0[X"]=0,
E(wu’|X) = PEwu'|X)P =¢*PQP = oI,
Ew*u*|X*) = E [E(u*u*’yXﬂX*} = E[021|X*] = oI
O estimador GLS é
~ ’ -1 12 / -1 /
= <X* X*> XYyt = (X Q—1X> X' 01y, (49)

em que

TR Ve
T—k T-—k°

\% <ﬁ]X> = g2 <X,Q*1X>71 02 = (50)

Quando ¢2Q = E(uu’ |X) ndo é conhecida, obtemos o estimador FGLS e a sua variancia 2
custa do estimador consistente F(uu’ |X), definida anteriormente. Nestas condigoes, o FGLS ¢

assimptoticamente eficiente (mesma distribui¢ao assimptética que o GLS).
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Aplicacoes
(...

Exercicios

1. O processo y; = (31 + (ot € estaciondrio? Se nao é, qual a transformagcao que o torna esta-
ciondrio (estaciondrio a volta de uma tendéncia)? Existem condigbes para y; ter meméria

que se dissipa?
2. Obtenha Qe V (32\x> para o caso de u; ser um processo MA(1).

3. ...
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