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MODELOS DE ESCOLHA BINARIA
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0.1 Introdugao

A teoria econémica por vezes formaliza modelos que procuram explicar uma varidvel dependente
que nao é continua e na qual pode existir truncagem no seu dominio. A custa de um conjunto de
regressores, pode haver interesse em modelizar y;, varidvel continua ou discreta, na qual o espaco
probabilistico (dominio em que a varidvel tem probabilidade nao nula) é restrito ou truncado.
Um exemplo é os gastos mensais na aquisicao de viaturas em que se observa um conjunto de zeros
para os individuos que nao adquiriram um novo carro, y; € {0} U (0,00). Em outros modelos, a
variavel é discreta (finita ou infinita) como por exemplo o nimero de carros que passam em n vias
num dado periodo de tempo, y; € {0, 1,2, ...} . Noutros casos, procura-se modelizar uma variavel
escolha na qual a ordem é importante. Por exemplo, y; = 1 quando o saldrio esta entre (0, 100],
y; = 2 para (100, 200],...., e assim sucessivamente. De entre (muitas) outras tipologias salienta-se
apenas mais uma: quando a varidvel dependente é de natureza qualitativa, ndo mensuravel, e
onde podem existir 2 ou mais atributos (ou escolhas) diferentes - Modelos multinomiais ou de
escolha multipla.

Nestes apontamentos, vamo-nos centrar na modelizacao de varidveis dependentes de natureza
qualitativa, nao mensuravel, onde existem duas possibilidades e que é normalmente representada
por uma varidvel Dummy, ou de escolha bindria {0,1}. Em vez de ser tratada como regressor,

suponha-se que se procura modelizar uma variavel do tipo Dummy.

Example 1 y; = (5, + Byxia + B3wis + B4Tia + ui, onde

1, sei revela interesse em comprar/mudar casa
Yi = L. . )
0, se i ndo revela interesse em comprar/mudar casa

Tio € 0 rendimento anual; x;3 € o estado marital e x;4 € o numero de filhos. Os outros fac-

tores/caracteristicas nao observdveis estaéo no erro u;.



Example 2 y; = :L';ﬂ + u;, onde o que se observa €

{ 1, se i decide trabalhar (trabalho) { 1, se a utilidade do trabalho y; € ndo negativa
Yi = = ;

0, se i decide nao trabalhar (lazer) a 0, se a utilidade do trabalho y; € negativa

Tio € 0 numero de horas de trabalho oferecidas; x;3 € o saldrio oferecido ao individuo ;... .
Note-se que, a custa da funcao indicador 1(-), y; pode ser escrito em funcao da varidvel latente

(que nao é observada) y; (des)utilidade do trabalho,
yi = Uyf = 0) = 1z;8 +u; = 0), (1)

onde yi = Utill — Utill, em que Util] é a utilidade que resulta da decisio de trabalhar e UtilF

de lazer. Desta forma, e supondo que Utill = ;687 +ul e UtilF = ;6L +ul, o modelo original
(TS gc;ﬁ—l—ui resulta de 0 = ﬁT — ﬂL e u; = u? - ulL

Example 3 yf = x;ﬁ + uj, onde o que se observa (para um dado banco) é

yr, se o indiwiduo ¢ contraiv um empréstimo
Yi = L . . L. )
0, se o individuo © ndo contraiv um empréstimo

y; € o montante de empréstimo contraido pelo individuo i; xi2 € uma medida da capacidade de
financiamento junto do banco; x;3 € a duragcao do empréstimo; ... . Como se observa, y; nunca
toma wvalores negativos: alguns sdo positivos e hd uma série de zeros. Para os individuos que
nao contrairam empréstimo supde-se que ndo hd informacdo (y; pode ser interpretado como
nao observado para estes casos). Para o outro grupo de individuos (observados), yX = y;. Por
esta especificidade dos dados, este é um exemplo de censura (censoring) a esquerda de zero
na amostra. Neste tipo de regressoes, o modelo € de varidvel dependente limitada. E fdcil de

verificar que neste modelo,

{ Y =2+ U

. . L i=1..n. (2)
yi = max (0,y;) = 1(y; > 0)y;

Estes trés exemplos ajudam a compreender a especificacao geral (de alguns) dos modelos de

escolha binaria e que serao alvo de estudo em seguida.

0.2 O Modelo Probabilistico Linear

Tendo como base o MRLM com termo independente, o modelo probabilistico linear (MPL)

assume que

i = By + Botia + oo + Bzar +ui = f+usi=1,..,n <y =X0+u, (3)



1, sei€ A , : ) ) o
onde y; = D; = 07 ¢ A , A é um certo atributo que é observavel para a i—ésima
, se i

observagao. Sob a hipdtese de exogeneidade,
E(yi|$i)=$;ﬁ,i:1,...,n<:>E(y|X) = X3. (4)

Porque a varidavel dependente y; apenas assume dois valores diferentes com probabilidade posi-
tiva, y; € {0,1}, o valor esperado condicional (recta de regressao) tem uma interpretagdo muito

prépria no MPL. Defina-se
P(yi = 1]x;) = p(2;) = pi; P(yi = 0lz;) = 1 — p;, (5)

onde p depende dos regressores x, implicitamente, e a amostra é aleatdria (independente) e

obtida da populacao de interesse. Entao,
E (yila;) = 2;8 = 1.P(y; = 1|2;) + 0.P(yi = Olz;) = Pyi = 1|z:) = pi, (6)

isto é, no MPL (e nos modelos de escolha bindaria, em geral), o valor esperado condicional
corresponde a probabilidade (condicional a z) da varidavel dependente Dummy ser um (atributo
A). No exemplo 1, E (yilx;) = 51 + Baxiz + Baxis + [axia é a probabilidade (condicional a
X2, T3, Tia) do individuo i revelar interesse em comprar/mudar casa.

Como o MPL é na esséncia um MRLM, a anélise de interpretacdo, estimacao, inferéncia e pre-
visao no MPL pode ser reportada a que foi feita quando se estudou o MRLM. Nao pretendendo
ser exaustiva, salientamos agora os aspectos mais importantes em termos destas questoes. Dev-
ido a (6), B, é a probabilidade de i ter o atributo A quando (condicional a) todos os regressores
tém o valor de zero. Por outro lado, 3;,7 = 2,...,k, é a variacdo da probabilidade de i ter o
atributo A quando o regressor x;; aumenta numa unidade, mantendo os outros regressores fixos
(ceteribus paribus). Em termos de previsdo pontual, a andlise resulta imediatamente de (6) .

Em termos de estimacao e inferéncia a anédlise também é extremamente simples. Para além de
exogeneidade e independencia na amostra (o que implica nao autocorrelagao dos erros) suponha-
se que nao existe multicolinearidade perfeita no modelo (4). Aparte da questao da distribuicao
dos erros (que é fundamental nos outros modelos nestes apontamentos) porque se assume que
existem muitas observagoes (n grande - invocar os (F)CLT e (U)LLN), falta discutir a variancia

condicional dos erros (ou de y). De uma forma semelhante a (6) , sabe-se que
V (yilwi) = E(yf|2) — [E (uile)]® = pi =0} = pi (1 = i), (7)

que depende de x. Portanto, o MPL tem erros heterocedésticos e, como vimos no capftulo de
heterocedasticidade, o OLS para (4) é consistente mas a inferéncia é errénea e nao é BLUE.
Quer se use o OLS com a matriz robusta de White ou se use o WLS, necessitamos apenas de p;
se for conhecido ou de uma estimativa para p; se este nao for conhecido (ver a expressao (7)).

Neste 1ltimo caso, e como (6), pode-se usar

—

@:g?i:E(yi]xi):gc;ﬁ,i:l,...,n (8)



onde B é o estimador OLS.

Apesar da sua simplicidade e de nao impor uma distribuicao para os erros, o MPL tem
inconvenientes em dois niveis. Primeiro, nao é garantido que para todo x;, E (yi|z;) = P(y; =
1lz;) € [0,1]. Como o modelo é linear e mesmo que os declives parciais sejam baixos, para
x; muito grande (positivo ou negativo) P(y; = 1|x;) é negativa ou maior do que um! Por
exemplo, a probabilidade do individuo i revelar interesse em comprar/mudar casa pode ser
negativa para um rendimento anual nulo. Uma solugdo serd truncar o espago dos s no qual
P(y; = 1|z;) ¢ [0,1] : Fixar como zero quando P(y; = 1|z;) = E (yilx;) < 0 é negativo e
como um quando P(y; = 1lz;) = E (yi|z;) > 1. Em segundo lugar, no MPL assume-se que
os declives parciais (variagoes nas probabilidades) sdo os mesmos (constantes) para diferentes
ng; = %ﬂjij) = f3;, para todo ;;. Ora, é possfvel conceber um modelo na qual a variagao
da probabilidade de i ter o atributo A altera-se consoante o valor do regressor em causa. Por

lg -
;8

exemplo, a variagdo da probabilidade do individuo ¢ revelar interesse em comprar/mudar casa
pode ser maior para rendimentos altos do que para rendimentos baixos. Associado a estas duas
questoes, estd o facto de que a variacao das probabilidades condicionais p; poder ser maior do
que 1 ou de —1!

Devido a estes problemas, tem-se procurado utilizar especificacoes alternativas, nomeada-
mente os modelos Probit e Logit, para os quais se assume uma dada lei probabilistica para os
erros. A ideia ¢ a seguinte: Especificar E (y;|2;) = 2,8 = P(y; = 1|2;) & custa de uma fungio
que esteja limitada ao espago [0, 1] para todo z; e que nao seja necessariamente linear. A solugao

mais 6bvia é definir
B (yla)) = Py = i) = F (276) (9)

em que F (-) é uma fungio distribuigio cdf (monétona nao decrescente e F : x;8 — [0,1]).
A diferenga entre os modelos Probit e Logit é na funcao F'(-) : No Probit, F'(-) é a fungao

distribui¢ao da normal standard; no Logit é a logistica standard.

0.3 O Modelo Probit

A funcao distribuicao de uma variavel aleatéria normal standard N (0,1) é dada por

F(z):q)(z):/_z ¢(t)dt:/_z ¢12_We_%t2dt, (10)

em que ® (z) é mondtona crescente, declive ndo constante e

®(—00)=0,9(0) =0.5,9(1.96) = 0.975, & (+00) = 1. (11)
Portanto, o modelo Probit em que



onde a varidvel dependente y; é Dummy de escolha binaria e observavel, satisfaz

!

S| 1

B (las) = Plw = 1) = @ (a36) = [ e ¥an (13)

No modelo Probit, com varidvel latente nao observavel, em que se assume que 0s erros sao
distribuidos N (0, 1),

%= xﬂ“‘ iz ~ id.d.N(0,1) 10 =1, ...,m, (14)
yi = 1(y; > 0)
também temos que
B (yikes) = P(yi = 1) =  (2;8). (15)

A explicacao é que, sendo o modelo estimével dado por

yi = 1,0+ u; > 0), ugle; ~ i.i.d N (0,1) ;i =1,....,n, (16)

se conclui que
P(y; = 1|z;) = Py} > 0|z;) = P(u; > —x;8|x;) = 1 — P(u; < —;0]z) (17)
- 1-9 (—@ﬁ) ) (@ﬁ) . (18)

Ao contrario do MPL, no modelo Probit (e Logit) as variagoes das probabilidades nao sao

iguais (constante (3;) para todos os niveis dos regressores. No modelo Probit (15),

3P(yi = 1’1‘1‘1, ...,:Eij...,:L‘ik) _ 3E (yl]xl)
81‘@' 31131']'

— 3,6 (@g) =2,k (19)

nao é constante (existe o termo ¢) e tem o mesmo sinal de B;. No modelo com termo inde-
pendente, 31, a interpretacao para o mesmo ¢é trivial. Note-se que para que os parametros do
modelo (15) sejam identificados® temos de impor que a variancia dos erros é conhecida e igual a

um (e ndo um parametro adicional o2 para estimar). Isto porque se V (u;) = o2, desconhecido,

entao (15) era ® (x”6> que é igual a ® (x"cﬂ> ,c > 0%. Neste caso, o modelo era o mesmo para

g co
qualquer combinagao (¢33, co),c > 0.
Claramente, o modelo (15) néo é linear nos regressores e portanto nao pode ser estimado
por OLS/(F)GLS. O método NLLS (minimos quadrados nao linear) (ou GMM) pode ser uti-

lizado mas nao é tao simples quanto o método da maxima verosimilhanga (MLE). A fungao

dentificacdo significa a possibilidade de estimar todos os pardmetros de uma forma independente uns dos

outros.
2Por definicdo, V (ui) > 0 e por isso ¢ ndo pode ser negativo ou zero.



log-verosimilhanca de (y1, ..., yn) 3, condicional a (z1, ..., ), no modelo Probit é

ln (5) = log Ly (5) =log fvi,...v, (yl, .--,yn;ﬁ) = log I, fy; (%B) = znjlog Iy, (yi;@o)
i=1

_ Zlog ( (ys |;p <P(yi]xi;ﬁ)>1yi> = glog <<I> (:L‘;B>yl [1 -o (f;ﬁﬂ 1%)
_ i (yi log ® (wﬁ) + (1 —yi)log {1 - ¢ (wﬁ)D '

O estimador de méxima verosimilhanga (MLE) é, por isso,
—~ ~ n ~ ~
By = arg max/y, (5) = arg m@xz (yi log ® (:L‘ﬂ) + (1 —y;)log [1 - o (:L'ﬂ)D ;o (21)
B B =1
0 score para a i—ésima observagao é

0l; p, (B) B Ui (‘T;B) o (I—wi)¢ <$;B) o ¢ (x;B) [@/i -¢ (x;B)} . (22)

op B (;pﬁ) 1o <$;§> "P (:Bﬁ) [1 —® (:B;Bﬂ ;
e a hessiana é
o (o (B) () o)
a3 op o (;p B) {1 —d <$;B>} o <x;[~3> [1 —-® (ZL‘ ﬁ)}
e o) 2 1)

SR oGV ()

Portanto, pode-se demostrar que

2 -1
) d / o1
— N E 2
Vi (Buss - 8) % (o, £ (nng g )| ) , (25)
onde ¢; = ¢ (xll ﬂ) , &1 =9 <;vl1ﬁ> e a onde a variancia assimptdética pode ser consistentemente
-1
n ~2
1 / o,
hl T v , 26
(z ) 5

onde ¢; = ¢ (:z;ﬁMLE> & =@ <~T;BMLE> :

A inferéncia no método MLE basea-se sobretudo (também se pode fazer racios-t e testes

estimada por

F ¢ Wald com base em (25)) na estatistica LR (likelihood ratio) que resulta da comparacéo

3Com dados i.i.d..



das verosimilhangas (20) entre dois modelos, o restrito (sob Hp) e o nao restrito (modelo origi-
nal). Para uma dada hipétese nula, com ¢ restrigoes, a estatistica de teste e a sua distribuigao

assimptotica sao
LR =2 [fn <BUR) —ln (BR)} 4 X5 (27)

O estimador MLE é naturalmente inconsistente se a distribuicdo dos erros nao for a normal
standard. O estudo de estimadores (semiparamétricos) robustos a distribui¢ao no modelo Probit;
o estudo quando erros e regressores nao sao independentes (versus endogeneidade); ou quando

0s erros sao heterocedasticos nao sao discutidos nestes apontamentos.

0.4 O Modelo Logit

O modelo Logit assume uma expressao mais simples para a fungao distribuicao dos erros. A cdf

da logistica é muito semelhante a da normal standard e tem a forma

F() = AR =1 = 1o (28)
A(—o0) = 0,®(0) = 0.5, (+00) = 1. (29)

Tanto para o modelo Logit em que a variavel dependente y; é Dummy de escolha bindria e
observavel como para o Logit com varidvel latente nao observavel, em que se assume que 0s
erros sao i.i.d. (0, 1) standard logistica, %azﬂ,

/ 1
B (yile:) = Ply = 1a:) = A (38) = ——. (30)
14 e @b
Portanto,
1
P(y; =0lz;) =1 — P(y; = l|z;) = —— (31)
1+ e%if
0 que implica que
P(y; = 1|z;) ‘5, <P(yi = Hl“i))
" — et <:>$1,8:10g - 32
P(y; = 0]a;) P(y; = O|x;) (32)

é o logaritmo do racio das probabilidades. Consequentemente,

B dlog <J—‘—lp =l )

. P(y;=0]z;)
’ﬂ] N al'ij

=2,k (33)

Plyi =1z = ... = x5 = O))
=lo

A anélise e estimagao do modelo Logit (30) é muito semelhante & do modelo Probit da secgao
anterior. Alids, na pratica, as diferencas entre os resultados obtidos com os dois modelos sao
relativamente pequenas. Salienta-se que, no modelo Logit,

OP(y; = Yz, ..., Tij ..., Tiky) _ OF (yilx:)
81‘1']' (93:1']-

O (2)
0z '’

= 5, j=2 .k (34)



e que para o MLE,

BMLE = argmgxé (yi log A <:1:;[~3> + (1 —y;)log [1 —A <:L“;B>D , (35)
M)Q -
vn (BMLE - ﬁ) LN o, |EB xlwim (36)

0.5 O Modelo Tobit

Existem também modelos (ver exemplo 3) para os quais a varidvel a modelizar y; nao é
necessariamente observavel para todo o conjunto da amostra. Por exemplo, o dominio da variavel
rendimentos - yf - pode nao ser conhecido. Até um montante elevado (por exemplo, 100), o
nivel de rendimentos é conhecido e registado mas para valores superiores a 100 nao existe con-
trolo (informagao) no seu registo e por isso todas essas observagdes sdo avaliadas como 100.
Na amostra, num grupo de observacoes existe informagao disponivel mas para uma parte da
amostra esta assume um unico valor limite. Se, por exemplo, o valor limite é zero e a censura
(censoring) na amostra estd a esquerda de zero, entdo existe uma fracgdo da amostra na qual
todas as observagoes sao zero e a outra frac¢do sdo valores (distintos) maiores que zero.

O modelo Tobit, de varidvel dependente limitada e com varidvel latente ¥, tem a especi-

ficacao

=B+,
{ yi = @i +u =1, ..n. (37)
Yi

= max (0,47) = 1(y; = 0)y;
Como se observa, a fungao densidade de y é mista: Em y = 0 é discreta e discontinua e para
y > 0 é continua. A estimacao MLE de (37) requer a imposi¢do de uma distribuicao para os

erros u;. Supondo que estes sdo normalmente distribuidos, o modelo estimavel é

yi = L(a;8 +u; > 0). <:L“;B + ul> |z ~id.d.N (0,0%) i =1,..,n, (38)
onde, ao contrario do Probit e Logit, E (y;|x;) # P(y; = 1|z;) para todo x;, e em que se pode
demonstrar que

!
x;8

B (i) = B ( (w36 + w) A = ~aif)ai ) = 250 <_) + o0 (f”?ﬂ

o

o

) >zi8,  (39)

o que implica que o OLS a y; = :U;ﬂ + u; é inconsistente. A estimagdo MLE (ou NLLS)
é semelhante a apresentada para os modelos Probit e Logit mas a derivacdo das férmulas é
mais complicada, e por isso omitida nestes apontamentos. Endogeneidade e heterocedasticidade

também nao serao discutidas nestas paginas (tal como nos Probit e Logit). A estimagdo MLE

+1(y > 0)log léqs (%)D (40)

de (37) baseia-se na fungao log-verosimilhanga

o <B’5) - Zn: (1(yi =0)log [1 ) (%;B)

=1




porquet

P(y; = Olr;))=1- (m 6) s P(y; > Olz;) = @ (mLﬁ) ; (41)

o
— a0
Jyiles Wilyi > 0,25) = ¢ (u )——¢>< = ) (42)
Como FE (yi|z;) # P(y; = 1|z;), ndo se pode interpretar e comparar com os Probit e Logit o
valor de ap(yz_l‘xég” TijerDik) 4 95 y""”’)' Sabe-se, no entanto, que para j = 2,..., k,

OF (yila:) 8 T8\, 98(2) _ ziB |
i ((2) i () 28 o 2).

8P(yl :O’l‘i17"'7l‘ij"'7:rik‘) . 1 .I';,B .
i = s-0(20); (449)
8P(yi >0’ZL‘¢1,...,:L‘ij...,ZL‘ik) . 1 l‘;ﬂ )
i = 520 22); (45)
Ofyifes Wilyi > O wins ooy @ijos i) 1 09 (2) (46)
aZL‘ij T o2 82 .

Note-se que §; ¢ o efeito de x;; em y; e nao em y;. A estimagdo consistente destes termos pode

ser feita a custa de 8,15, 0 mE desde que estes sejam estimados consistentemente.

0.6 Truncagem na Amostra

(por completar!) Missing observations: Por exemplo E (y;|y; > 0, ;). Sample selection.

Aplicacoes
(...

Exercicios

1. Prove que se V (u;) = o2, desconhecido, entdo o modelo Probit é F (y;|z;) = P(y; =

l|z;) = @ (%) .

Ly o, (Wilzi)
4fyi\wi (wilys > 0, ;) = ;(yi>0|$i)




2. Que modelo é mais adequado para explicar o tempo que um individuo demora até encontrar
um emprego. Defina a amostra para este caso. Nota: Para algumas observagoes, o periodo

da amostra termina antes de se encontrar um novo emprego!
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