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ENDOGENEIDADE E
VARIAVEIS INSTRUMENTAIS

Wooldridge §15

0.1 Motivacao e Consequéncias para o OLS
Uma das hip6teses cldssicas (M1 — M5) do MRLM,
Yi = By + Boiz + oo + Byin +ui = 1B+ wsyi = 1,..,m, (1)
é M2 de exogeneidade estrita entre erros e regressores
E(ui|X) = E(ui|z1, ...,zn) = 0,i =1,...,n < E(u|X) = Onx1, (2)
uma condi¢ao que implica E(u;) =0 e
Cov(uj, xij) = E(uizi;) = 0,7 =1,..,k,i=1,...,n. (3)

Portanto, quando deriviamos as propriedades do OLS assumimos que, no modelo em causa, os
erros e os regressores nao estavam autocorrelacionados - eram exégenos. Na prética existem
casos de modelizacoes nas quais esta hipdtese pode nao ser valida. Eis trés exemplos de modelos

com endogeneidade.

Example 1 Sal = 5] + B5Exp + u, onde Sal é saldrio, Exp é anos de experiéncia e u inclui

a varidvel idade que estd correlacionada com Exp.

Este é um exemplo de um modelo em que se encontra omitida uma variavel relevante. Quando
se admite que a variavel idade é estatisticamente significativa para explicar o nivel de salarios,

o verdadeiro modelo é

Sal = ﬂl + ,BQE.TP + ﬂgld + U,,Bg 7é 0. (4)



Como foi demonstrado num capitulo anterior,
B = >icy (Bapi — @Sgli
Sy (Exp; — Eap)
em que, porque a verdadeira especificagao é (4),
" _
Zi%iffﬁ pE;_Z; 7= O+ BB # O (

onde Id = 61 + 6o Fxp 4+ u. O estimador B; nao é centrado porque (5 # 0 (idade é relevante) e

; ()

E (B§|Exp, Id) = By + B4

8 # 0. Este segundo resultado é verdadeiro pois E (Id|Exp) = 61 + 62 Exp, uma funcao de Exp!
Apesar de ser enviesado, serd que o estimador é consistente (corrige o bias assimptéticamente)?
A resposta é negativa pois, como Cov(Id, Exp) # 0,

Cov(Id, Exp)

V(Exp) 7 B2 (7)

p lim By = By + B

O sentido do bias (enviesamento) para amostras finitas e assimptéticamente depende do sinal da
correlagao na amostra e nas variaveis, respectivamente, para além do sinal de 3. Este podemos
tomar como positivo, #3 > 0, em que maiores salarios sao, em média, pagos a trabalhadores
de maior idade. Por outro lado podemos assumir que > 7, (Exp; — Exp) Id; e Cov(Id, Exp)
sao de sinal positivo - experiéncia aumenta com a idade. Consequentemente, os enviesamentos

(finito ou assimptdtico) sao de sinal positivo,

Z?:l (E:L‘pi - E—l‘p) Idi
Yoiny (Bapi — E—W)z

. . =* . . >
o que significa que (35 sobreavalia o verdadeiro valor (5.

Cov(ld, Exp)
V(Ezp)

ﬂ3 07ﬂ3 > O? (8)

Example 2 Sav = 3, + B9Inc* + u, onde Sav € poupanc¢a e Inc* é rendimento disponivel mas

que é medido com erro: e = Inc — Inc*, E(e) =0,V (e) = 02, onde Inc é o verdadeiro valor.

Este é um exemplo de erro de medida na varidvel independente em que o verdadeiro modelo

Sav = 1 + By (Inc —e) +u = B + Bolnc + (u — Bqe), (9)
onde
Cov(u — Bye, Inc) = Cov(u, Inc) + Cov(—Bqe, Inc) = —fq02 # 0, (10)
assumindo que Cov(u, Inc) =0 e Cov(e,Inc*) =0:
Cou(e, Inc) = E(e.Inc) = E(e?) — E(e.Inc*) = o2 (11)

Foi provado anteriormente que 3, é inconsistente:

- Cov(u — Bge, Inc) o2 .
pnh_{gloﬁz =Py + V(Ine) =By o2 .+ o2 < fa. (12)




¢ =pBp+u .
Example 3 s _g , onde, para um dado mercado (bens, servigos, trabalho,...), p é
g =op+e

preco, ¢% € a quantidade procurada, ¢° € a quantidade oferecida.

Este é um exemplo de um modelo de equacoes simultaneas. Como a quantidade observada
é determinada em equilibrio de procura e oferta, nenhuma das curvas (procura (/3) e oferta (¢))
é identificada. Se ¢° = dp + vz + e, z é uma variavel exégena, entdo a oferta nao é identicada
(ndo é possivel estimar §,7) mas a procura é identificivel (é possivel estimar B3). De qualquer
forma, a estimacdo de § em ¢% = g = Bp + u por OLS é inconsistente:

_q—yz—e PBptu—yz—e
Pm s~ 5

sp=mz+n(u—e),

o que implica na equagao de procura E (u|p) = E (u|rz +n(u—e)) # 0. De uma forma semel-
hante, Cov(u,p) = E(up) = E(u[rz +n(u — €)]) # 0. Portanto, o OLS é enviesado e inconsis-
tente.

O que estes exemplos nos permitem concluir é que quando existe endogeneidade no modelo o
OLS é enviesado e inconsistente. Este resultado nao é de estranhar visto que a hipétese M2 (que
implica M 2/) é uma condigao necessdria para que o OLS seja centrado (e, consequentemente,
consistente). Esta é uma situagdo mais ”grave” para o OLS quando comparada com os casos
de heterocedasticidade e autocorrelacao dos erros. Para além destes problemas, e como con-
sequéncia, a inferéncia com o OLS standard torna-se errénea; nao faz sentido falar em estimacao
robusta de V(B) e o estimador nao é BLUE (n&o é U - unbiased!), nem assimptéticamente.
Nestas condigoes, importa definir um método de estimacao alternativo ao OLS. O método é de

varidveis instrumentais (ou 2SLS) e serd discutido nas préximas secgoes.

0.2 Variaveis Instrumentais e o Estimador IV

Tal como o OLS e o MLE, o estimador IV (varidveis instrumentais) pertence a classe de esti-
madores GMM. O IV é um GMM linear e a sua utilizacao justifica-se principalmente em modelos

com endogeneidade,
Cov(uj, xij) = E(u;xi;) #0, paraalgum j=1,...,kei=1,..,n, (13)

onde se mantém a hipétese de E(u) = 0. Na estimacdo IV é necessdrio recorrer ao uso de

varidveis instrumentais a(s) qual(is) estdo associadas a um particular regressor endogeno.

Definition 1 z ¢ uma varidvel instrumental para x se (i) z é exogeno em relagio ao erro
u, Cov(u, z) = E(uz) = 0; e (i) z estd (fortemente) correlacionado com o regressor x, Cov(x, z) #
0

Example 4 Anos de experiéncia do pai pode ser um instrumento para Exp. Nivel de escolari-

dade dos pais e nimero de irmaos/irmas podem ser instrumentos para Educ. Teste IQ) pode ser



um instrumento para talento/aptiddo. Saldrio pode ser um instrumento para Inc*. No mercado

agricola, o numero de dias de chuva pode ser uma varidvel exogena na equacdo da oferta.

Para que um instrumento z para x seja estatisticamente valido, temos de verificar ambas
condigoes Cov(u, z) = 0 e Cov(x,z) # 0. Em relacdo a primeira, e como nao observamos u,
partimos apenas de pressupostos da teoria econémica ou senso comum. A andlise da correlagao
amostral entre z e os residuos u é um tanto quanto simplista e nao rigorosa. Para verificar que
Cov(z,z) # 0 e qual a intensidade da relagao entre eles, uma das possibilidades é usar um teste
t na regressao auxiliar
Cov (x, 2)

T =061+ 6oz +u; 69 = 70

(14)

Apés a definicdo de varidvel intrumental é muito simples a expressdo do estimador IV. No
MRLS,

yzﬂl +521‘+u7 CO’U(U,ZL‘) :E(UZL‘) # 0, (15)

para uma amostra de dimensao n e um tdnico instrumento para =,

2 >y (2 —2) (yi —7)

Ba,1v = n =0+ im (2 —2)w (16)

Yim (2 = 2) (wi =)

Naturalmente, Bl, wv =Y 327 1vZ. Ao contrario do OLS e GLS, o IV nao resulta de mini-

mizagao de quadrados de erros. A sua expressdo pode no entanto ser justificada pelo método

dos momentos: de (15),

Cov(y,z) = Cov(By + Byx + u,2) = ByCov(x, 2) + Cov(u, z) = ByCov(z,2) & (17)

8, = Cou(y, z)

)
Cov(z,2)’
Alternativamente, resulta dos momentos E (u) = 0 e F(uz) = 0. Quando a varidvel instrumental
¢é valida, o estimador IV é consistente, p lim B v = B'. Mas vejamos o seguinte. Num modelo
n—oo

com endogeneidade, Corr(u,z) # 0,

p lim Bzow = [y+ Corr(u, x) % By, (18)
. Corr(u, z) Ou
l e — 1
pnggoﬂzfv 6 + COTT(I‘,Z) O 527 ( 9)

porque o instrumento é valido, Corr(u,z) = 0 e Corr(z,z) # 0. Mas, se o instrumento nao é

valido, no sentido de que Corr(u, z) # 0, entao o IV também é inconsistente, p lim B v #06.0
n—oo

Corr(u,z)

Corr(z.2)’ condicao

IV tem um menor enviesamento assimptético do que o OLS se Corr(u, x) >

Nada pode ser dito em relagio a amostras de dimensio finita pois a hipétese que assumimos é de Cov(z,u) = 0.

Estudos de Monte Carlo podem mostrar que existe um enviesamento para pequenas amostras.



esta que nao é facil de testar a ndo ser de uma forma intuitiva em que se calculam as correlagoes
amostrais onde u é representado pelos residuos .
Sob a hipétese de E(u?|z) = 0% =V (u),

2

~ o
v( x z> - 20
Ba,rv . no2Corr(x,z)?’ (20)
que pode ser consistentemente estimada por
~T 52
1% (5 x z> S 21
2,IV| ) NUE;R%Z’ ( )
~ o~ o~ . ~ - - ~ —\2
onde 52 = ﬁ oy uf e U; sao os residuos IV, u; = y;— By ry—Ba v Tis ai = ﬁ Sy (s —7T)7,
e Rijz resulta do modelo (14) . Portanto, para n elevado,
n —\2
<B >y (2 — %) (22)
s€ 2,IV> = = > =
SSTeRE . >y (2 —7) (w0 —

82

. . ~ . . . 2 o .
que coincide com a expressao para o estimador inconsistente OLS SoT, S€ R; . = 1, isto

é, se x e z sao linearmente dependentes na amostra! Em geral, isso nao acontece, e porque
0< Rfjjz < 1, 0 IV é menos efficiente (maior se do que o OLS). Mas, ndo nos esquegamos que,
ao contrario do IV, o OLS é inconsistente sob a hipdtese de endogeneidade. Quanto maior é a
correlacao entre x e z (melhor qualidade do instrumento), maior é a precisao na estimagao IV
do modelo.

Passamos agora a andlise geral no MRLM,

yi:x;ﬁ—l—ui,i:1,...,n,(:)y:Xﬁ+u, (23)
em que
’ . X/U . 1 n
Cov(u,X)=E(X u)=plim — =plim | — E Tig | # Okx1- (24)
n—oo MmN n—oo \ N =

Suponhamos em primeiro lugar que existem tantos instrumentos como regressores,

Zl 211 21k
ank = = ,Zan - (217-‘-7271); (25)
Z;L Znl Znk
- Zu , 1 &
P T Pl (z Z“> = O (26)
1=



Nestas condicdes, (23) é equivalente a Z'y = Z X3+ Z'u e por isso, supondo que a matriz

’ n P,
Z X =", zx; ndo é singular,

n—oo n n—oo N

/ -1 / n -1 n
By = (%) % = (Z’X) Yy = (sz) >z (28)
i=1 i=1
n -1 n
= B+ <Z,X>71 Z'u= 8+ (Z zlx;) Zzlul (29)
i=1 i=1

O 1V é consistente,

! ! ! ! 71 !
A ZX Z ZX Z
p lim 29 - (p lim —) 8+ plim Tu & Brx1 = (p lim —> .p lim _y? (27)

n -1 n
~ 1 / 1
li - im (=S zz, | plim =S zu; = 6, 30
p lim By = B+ p lim (n;wl> pnl_{gongzu 3 (30)
e, sob V(u|Z) = %I, tem como matriz consistente de varidncias-covariancias,
S = V(BrvIX.2) =E ((EW -8) (B - 8) IX. Z) (31)
1 _1 n -1 n n -1
= 52 (Z’X) (Z’Z) (X’Z) =52 (Z zix;) (Z m;) (Z xiz;) ; (32)
i=1 i=1 i=1
2 = ! ia? (33)
n— k — Z,IV'

Note que se a amostra é i.i.d., pela (U)LLN, p lim <% Dy zlx;) =F (zlxll) .Se V(ulZ) =

o%Q), entdo
5 = o (Z’X)il (Z’QZ) (X'Z)il . (34)

Pode-se provar que 5} é "menor” (maior eficiencia) quando ” X e Z” estao mais correlacionados
e que o IV é, em geral, menos eficiente do que o OLS. As matrizes de varidncias-covaridncias
(e o préprio estimador) do IV e do OLS coincidem quando Z = X. Mas o OLS é inconsistente!
Assimptdticamente, e sob algumas condigoes de regularidade, /n (ﬁIV — ﬂ) ¢ normalmente
distribuido.

Na prétical, no entanto, o modelo pode ser sobre-identificado: O niimero de intrumentos m

é superior ao numero de regressores k,

z Z11 e Zm
Dxm = | = i L, = (215 ooy 2n) 50 >k (35)
Z;L Znl Znm
. Z'u . 1 &
plm == = plim (52”) = Omoxa. (36)
1=



. !/ . ~ ~ , . ~ .
Quando m > k, a matriz Z X de dimensao m X k néo é quadrada e por isso ndo admite uma

’ ’ -1 /
inversa. Neste caso, pré-multiplicamos (23) por X Z <Z Z) Z para obter

By (X’Z (Z’Z)lz’X> Xz (Z’Z)il Z'y; (37)

-1

&2 [(X’Z) (Z’Z>_1 <Z’X>} . (38)

e Escolha do numero de instrumentos. Escolha dos instrumentos.

5

0.3 Estimador 2SLS

Nesta seccao apresentamos um método de estimacao alternativo que se baseia em minimos
quadrados a dois passos (2SLS). Para efeitos de simplicidade na exposi¢ao consideremos o modelo

estrutural
Y = By + Bom + B3z + u; Cov(u, x) # 0, Cov(u, 2) =0, (39)

em que x é enddgeno, z é exdgeno e z1, z2 sao instrumentos validos para x. Num primeiro passo,

estima-se consistentemente por OLS o modelo (v satisfaz as hipdteses standard)
=01+ 622 + 0321 + 0422 + v;03 # 0,64 # 0, (40)

em que x tem como regressores todas as varidveis exdgenas (instrumentos e do modelo estrutu-
ral). Como a combinacao linear de todas as varidveis exégenas E (z|z, 21, 22) = 61+ 022+ 0321 +

0429 é 0 "melhor” instrumento para x, este é estimado por

—

E(ZL"Z,Zl,ZQ) 23231 +322+3321+3422. (41)
No segundo passo, estima-se consistentemente por OLS o modelo estrutural (39)
y =1+ BT+ B3z + u, (42)

onde T é determinado no primeiro passo e o estimador resultante para 3 coincide com o IV. No
entanto, os se para o 2SLS nao s@o os mesmos que do IV (22).
E para o MRLM, numa forma mais geral? Como sabemos, o estimador 2SLS coincide com o

estimador IV (ver (27) e (37)). A ideia é a seguinte: No modelo

y=X1By + Xafy +u, X = (X1, %), 5 = (8,,80) (43)

em que X; € o conjunto de variaveis endégenas,

!

, X
Cov(u, X1) = B(Xu) = p lim 71“ £0. (44)



’ -1 ’ S ~
No primeiro passo, do sistema X; = Z7 + v, resulta o OLS 7 = <Z Z) ZX1eX)=Zn=

/ -1 /
Z (Z Z) 7 X;. Fazendo a substituicdo no modelo original, e apds alguma célculos, o 2SLS
(37) é o OLS em

o~ ! -1 /
y = (X1 +6> By + Xofy +usy= Z(Z Z) 7' X18y, + Xofy + 0. (45)

A expressao do 2SLS ¢é dada em (37). Uma condi¢do necessdria é que o nimero de instru-
mentos (colunas de Z) seja igual ou superior ao nimero total de regressores (X1, X3),k. Al-

/ -1 ’
ternativamente, podia-se tomar y = X3 + u em que no primeiro passo T = (Z Z) Z X e

X=2z <Z/Z)71 Z'X e 02SLS era o OLS em y = )?ﬁ%—v, B: ()?’)?)71 )A(/y.

0.4 Testes: Endogeneidade e Sobre-Identificacao

Tal como apresentdmos nos capftulos de heterocedasticidade e autocorrelagao dos erros, torna-se
necessario nesta discussao apresentar testes a exogeneidade dos regressores. No caso de mais do
que um instrumento por regressor endogeno, também podemos testar a validade de algum dos
instrumentos no sentido de nao estarem correlacionados com os erros.

O teste de Hausman é o procedimento de referéncia para inferir sobre a exogeneidade dos
regressores. Podendo ser utilizado noutro contexto, o teste de Hausman procura comparar
estatisticamente dois estimadores B g€ BC para o mesmo modelo e vector de parametros G. O
estimador EC é consistente sob ambas as hipoteses Hy e H1 enquanto que o estimador B £ apenas
é consistente sob a nula Hj. Por outro lado, sob a hipdtese nula Hg,ﬁ g ¢ (assimptdticamente)
mais eficiente do que BC. No contexto deste capitulo, onde Hj é exogeneidade e H; é endogenei-
dade, ﬁc éolVe BE é o OLS.

Vejamos o teste de Hausman com o recurso a regressao auxiliar. Porque Cov(u,z) # 0, os
erros u e v dos modelos (39) e (40) estao autocorrelacionados, Cov(u, v) # 0. O teste & exogenei-
dade é muito simplesmente o teste racio t ao coeficiente 6 na regressao auxiliar (aumentada em

relagdo ao modelo estrutural em §v)
y =P+ Bax + B3z + 60 +u, (46)

onde v s@o os residuos do primeiro passo. Se existirem mais do que uma varidvel endogena (por
exemplo, 5) entao usa-se o teste F a significaAncia conjunta dos 5 coeficientes associados aos 5
residuos do primeiro passo.

A férmula geral da estatistica de Hausman é dada por
-1

H=n(Bo-Bs) (av (Bc) ~av (Bs)) (e -B), (a7

—

onde AV (ﬂ) ¢ a variancia-covariancia assimptoética, em que sob a hipdtese nula é assimptéticamente



distribuida x2. No nosso caso de interesse,

!

H= (B ~Bous) (V () =V Bons)) (B —Pous) 22 @9

onde Brv, Bors,V (ﬁ Iv) ,V (ﬁo LS) foram definidos anteriormente. Para testar se um particu-
lar regressor x, que tem associado o parametro 5 no modelo, nao é endogeno
n—oo

1 n
Hy: Cov(u,z) = E(uxr) =0< plim | — Z:muZ =0, (49)
[t

pode-se utilizar a estatistica
~ ~ 2
(/32,IV — 52,0Ls) d

A £ 52 (50)
Vv (Buv) -V <B2,0LS) b

Para finalizar, apresentamos um teste a nao autocorrelacao de erros e instrumentos onde
o numero de instrumentos é pelo menos dois. Num contexto IV ou GMM linear, procura-se
testar a hipétese nula de Hy : E(uZ) = 0, Z,x1 em que os m > 1 instrumentos para = nao
estao autocorrelacionados com wu. Se Hy nao é aceite entao concluimos que pelo menos um dos
instrumentos nao é valido e esté correlacionado com os erros u. O modelo diz-se sobre-identificado
pois m > 1. No caso de exacta identificacdo, m = 1, ndo é possivel desenvolver este teste?.

O teste é similar ao anterior de Hausman em que se recorre a residuos. Neste caso, no

entanto, a estatistica de teste é nR2 em que o R? resulta do modelo auxiliar,
=201+ 62z +mz1 + w222 + oo + Tnzm + €, (51)

onde @ sao os residuos IV do modelo estrutural e 21, 2o, ..., 2y, S30 0S (possiveis) instrumentos
para x. A estatistica é assimptéticamente distribuida como X?nfl' Na pratica, pode-se estimar o
modelo por IV com um instrumento existente e depois testar a introducao de um novo instru-
mento em que m — 1 = 1. De uma forma mais geral, pode-se testar para r regressores endogenos
a introducao de ¢ instrumentos adicionais no modelo. A estatistica seria distribuida como ng
onde ¢ é a diferenca entre o numero de instrumentos disponiveis (fora do modelo estrutural) e

o numero de regressores endogenos 7.

Aplicacoes
(...

2Na verdade, o GMM linear considera E(u (8).Z) = Omx1 onde m > k (numero de instrumentos é maior ou

igual ao nimero de pardmetros).



Exercicios

1. Discuta a questao de endogeneidade e a escolha de instrumentos no modelo Nota = (3; +
By Faltas + u, em que Nota é a nota do exame e Faltas é o numero de aulas que o aluno

faltou.

2. Provar que o 2SLS no modelo y = 3 + B92 + u e apenas z é instrumento para x coincide
com o IV (16).
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