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HETEROCEDASTICIDADE

Wooldridge §8

0.1 Introducao e Definicao
De entre as hipéteses classicas do MRLM, M1 — M5,
Yi = By + BaTia + ... + Brir +u; = :L“;ﬂ +u,i=1,...,n (1)

consideremos a de homocedasticidade dos erros M4.1 em que estes tém uma variancia condicional

que ¢ idéntica (constante) para todas as observacoes':
E(u?|z;) = E(u|xs, ..., i) = 02 € (0,00),i = 1,...,n. (2)

Esta hipétese pode no entanto nao ser valida para um vasto conjunto de modelos, nomeada-

mente os que fazem uso de dados seccionais. Vejamos o seguinte exemplo:

Example 1 Retornos na educagao:
Si = By + B Ai + uy,

em que S; é o saldrio auferecido pelo trabalhador i (num dado periodo de tempo e numa dada

unidade de medida) e A; é o numero de anos de escolaridade.

Existe uma forte evidéncia empfrica de que, em média, um trabalhador com mais anos de
escolaridade aufere um salario mais elevado, isto é, 35 > 0. Por outro lado, trabalhadores com
um baixo nivel de escolaridade tém saldrios relativamente semelhantes enquanto que os que ap-
resentam altos niveis de escolaridade as disparidades de ordenados estao mais acentuadas. Neste
cendrio, a variabilidade no valor dos salarios para um numero reduzido de anos de escolaridade
¢é diferente e menor do que para um elevado numero de anos de escolaridade.

Como o segundo momento (variancia) condicionado da varidvel dependente S; coincide com
o de u; (todos os factores que influenciam os saldrios e que nao estdo no modelo como, por

exemplo, anos de experiéncia, idade, sector de actividade, sexo, QI, habilidade ...),

2 2 2 2
E(ubaixo’Abail‘O) = Obaizo < Oalto — E(ualto’AaltO)‘

'E(ul|z1) = 02, a.s., porque assume-se que os dados sio identicamente distribuidos (M1) e X é aleatério.



e (Plots)

Generalizando esta ideia, sob a hipdtese de heterocedasticidade nos erros (nao pertence as
hipéteses cldssicas do MRLM),

o7 = 0% (wi) = B(uf|x:) = V(yilz:),i = 1,...,n. (3)

Sob (3) (e auséncia de autocorrelagao dos erros),

o? 0

1 “ee

Quxn = B(uu' [X)=| ... . | =diag (03,...,02) = f(x1, .y tn) £ 0L (4)
0 .. o2

A forma funcional de o2 (z;) pode ser muito diversa. Note-se que se os regressores ; S0
2

estocésticos entao o; e a matriz () sao estocasticos também.

Example 2 a? =02 (4) = A?; a? =02 (z;) = x%l + x9;; 0? = %exp(mi);

Note-se que UZZ é conceptualmente diferente de o2 e que no modelo com heterocedasticidade
y; nao ¢é identicamente distribuido. E importante notar ainda que uma incorrecta especificacao
do modelo (1) pode introduzir heterocedasticidade no mesmo. Portanto, em primeiro lugar
convém testar a forma funcional do modelo de regressao.

Como é obvio, se a hipdtese de homocedasticidade nao se verifica em deterimento de uma
dada especificagao de heterocedasticidade dos erros (3), o estimador OLS perderd algumas das

suas qualidades estatisticas.

0.2 Consequéncias para o OLS

Suponhamos que as hipdteses classicas do MRLM se verificam mas sob erros heterocedasticos
(3) . Porque M4.2 nao é utilizada para derivar o primeiro momento do estimador, o OLS mantém

as propriedades de centrado e consistente, F (B|X ) =0 eplim E = (. No entanto, a férmula
n—oo

paraV <B|X ) nao é valida sob (3) e o seu estimador habitual S 6 enviesado. Consequentemente,
a inferéncia torna-se errénea. Por outro lado, o teorema de Gauss-Markov nao é valido e o OLS
deixa de ser BLUE, mesmo assimptoticamente. O OLS nao sendo BLUE, significa que existe
um outro estimador LU para 8 que é mais efficiente - "menor” variancia.

A expressao para V <§]X > sob (3), onde ﬁ é o estimador OLS, é apresentada em seguida.
No MRLS e sob (3),

V (Babx) = ==t T (%)



que apenas coincide com a expressao standard 2(72)2 se 02 0%,i=1,...,n— homocedas-
i=1\T¢
ticidade! No MRLM,

E%szzv(gLy>::<XQx)3XXL¥<XﬂX)1::<é;am¢> (E:a:m ) (szl )1
(6)

L N1
que, em geral, é diferente de o2 (X X ) = o2 (Z"

1=

1< ,
li X'0X ) =pl ~> olmia; | =D
pngn ( ) pnlngo (n o;x xl) ,

matriz positiva definida.

-1
!
1 xlwl> e onde

e (Monte Carlo)

O estudo do MRLM sob (3) requer portanto uma de duas alternativas: (i) manter o OLS
mas usar (6); ou (7) utilizar o estimador (F)GLS, do qual o MQP é um caso particular. Estas
duas abordagens serdo desenvolvidas mais & frente. O (F)GLS serd estudado no capitulo de
introducgao a regressao com time series e autocorrelacao dos erros. Entretanto, propomos testes
cujo objectivo é inferir se os erros sdo homocedasticos ou ndo. Se os testes apontam para a

hip6tese de homocedasticidade, pode-se utilizar o OLS. Caso contrario, aplicar (i) ou ().

0.3 Testes para a sua Detecgao

O objectivo é inferir sobre 0? = E(u?|z;) = E(u?|zi2, ..., ;). Como sabemos, os erros u; nao

sendo observados podem ser estimados pelos residuos OLS

W =Y — Ui =Yi — x;ﬂ,izl,...,n;ﬂnxlzy—Xﬂ. (7)

Um estimador centrado para a ,t =1,...,n quando 0’% £ 02 é @2 Por outras palavras, ﬂf é uma

proxy/medida de 02 = E(u2|z;). Se G2 é relativamente constante para todo i entéo ha indicios
de homocedasticidade. Caso contrario, assume-se heterocedasticidade e pelo comportamento
de 12 pode-se induzir de quais as varidveis responséveis e que forma funcional tem o? - linear,
quadratica, ...

A hipétese nula é a de erros homocedasticos,

Hy: 02 =V (uglz;) = E(ul|z;) = B(u?) = BE(u?) = 0.
A estatistica de teste (e sua distribuicio) basea-se numa regressao auxiliar? que é construida

2

custa de uma forma funcional especifica para 02 = E(u2|z;) = f (;) sob a hip6tese alternativa

de heterocedasticidade.

2 A regressio auxiliar néo é o modelo original que pretendemos estudar. E auxiliar no sentido de que auxilia-nos

a testar a hipétese de homocedasticidade versus heterocedasticidade.



Case 3 f(x;) linear: Breusch-Pagan.

uf = 51+52£L‘i2+...+5kl‘ik+’0i:l‘;5+’0i,i:1,...,7”L
Hy : 62 =..=06,=0;Hy: Pelo menos um deles # 0
R*/(k—1) 2 d 2
F = ~Fr_ 1t LM =nR
R? ﬁ?:61+52xi2+...+5kxik+vi:x;5+vi,i:1,...,n

Case 4 f(x;) nao-linear (quadrados e produtos cruzados): White. Exemplo para k =3 :

ui = 81+ 2z + 6323 + 4zl + 65135 + Swizaiz + vi,
Hy : 62 =..=06¢=0;H;: Pelo menos um deles # 0
R2/5 2 d 2
F = ~Fs ;LM =nR
AR /(n-0) " T
R? ﬂ? = 01 + Oamwio + O3wi3 + 541‘?2 + 55x?3 + dgxioLiz + V4,

Se k elevado. Exemplo para poténcia até dois:

uf = linear, quadrados e produtos cruzados x;j,j = 2,...,k,

Hy : 69 =063=0;Hy: Pelo menos um deles # 0
R2/2 2 d 2
Fr = ~ Fyp_3; LM =nR
(=R /(n—3)  >* T
2

R? ﬂ-:51+5237¢+53@~2+%

Existem outros testes na literature. Por exemplo, Gleijser considera
[w;| = 61 + b2wi2 + ... + O +v; = x;5 +uv,i=1,..,n (8)

e Park assume
In (@2) =01+ 6 (zi2) + ... + 0 In(zi) + 3,0 =1, ...,n. 9)

O teste de Goldfeld-Quandt divide a amostra em dois sub-periodos e testa a diferenca entre
as duas variancias dos erros. De salientar que para todos os testes descritos anteriormente os
regressores da regressao auxiliar podem ser apenas uma parte (sub-conjunto) dos apresentados
e que podem mesmo incluir varidveis que nao sao regressores do modelo original (por exemplo,
andlises per capita.) Devido a sua natureza, o teste de White também pode ser interpretado
como um teste de especificacao.

Como é sabido, a regiao critica do teste F encontra-se na cauda (lado direito) da distribuigao.
Se o valor observado da estatistica F é préximo de zero, entao nao se rejeita a hipotese nula
que neste caso é equivalente a homocedasticidade dos erros. Caso F,ps seja maior do que o
valor crftico, para um dado nivel de significancia, rejeita-se Hy, ou seja, admite-se como valida
a presencga de erros heterocedésticos. Neste cendrio, é imperioso solucionar estatisticamente o

”problema” - o que sera objecto nas proximas duas seccoes.



0.4 Estimacao Robusta de V(BOLS)

Se o modelo tem erros heterocedasticos, uma forma de resolver o ”problema” da inferéncia é,
mantendo o estimador consistente e ineficiente OLS, usar estimadores para (5) e (6). Como

vimos anteriormente, a? pode ser estimado por @2 e portanto,

5= <X'X>71 X'0x <X'X>71 - (i xl“) N (i a%:::) (ixw) _1. (11)
=1 =1 i=1

A raiz quadrada de V <BQ|X> e ijj denomina-se desvio padrao de ﬁj robusto a heterocedasti-
cidade. A matriz 3 é o estimador consistente para ¥ robusto a heterocedasticidade de White.
Os testes t e os intervalos de confianca baseam-se na expressoes anteriores.

Como as propriedades de S} foram derivados assimptoticamente, este procedimento é re-
comendado sé para amostras de grande dimensao. O estimador BLUE que representa uma

alternativa ao OLS sob heterocedasticidade é apresentado em seguida.

0.5 Método dos MQP

Se 0 modelo tem erros heterocedasticos, existe um estimador alternativo ao OLS que é eficiente
(BLUE, de menor variancia condicional). Este denomina-se minimos quadrados ponderados
(MQP) (ou também WLS) porque pondera de uma forma diferente os erros e pertence a classe
de estimadores GLS ou FGLS. A ideia é a seguinte.

O MRLM (1) é

em que
E(U?L’L‘Z) = a? = g2 () = a’h (z;) = a’h; (12)

para uma dada fungao positiva h () de x;. Ver exemplos 2. Por agora, suponhamos que o? = o2h;
¢é conhecido. Entao, é possivel transformar o modelo de tal modo que o "novo” modelo tem erros
homocedasticos. Qual é a transformagao (tinica) apropriada? E dividir ambos os membros da

equacao por v/ h; porque desta maneira

Yi 1 Ti2 Lik i 7, Y
_ + By + o - = 0t —o=i=1 13
N Y TRV TRV RV v T
com
Y — g i — o) L =l B (ufle) = 0 E(u|2) = o2, constante., (14)

3
I
&
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O MQP (pertence a classe GLS) é o OLS aplicado ao modelo transformado (13) onde dar-se-a
2

i

~ . S\ 2 RN /)2 : 1 Ay
B = arg mﬂlnz (yZ* —x; ﬂ) = arg mﬂlnz - (yi — xﬁ) = arg ménz p <yi - xiﬂylf))
i=1 i '

1
n -1 n
_ (xox) ' xoly= R, Lo 16
= y— 0_2ZL'1/1',L Z 21'1% ( )

mais peso as observagoes ¢ com variancia o; (ou h;) mais reduzida:

onde

v (BIx) = (X’QIX)A:(.YL %m;)_l

=1
n n A
~ PN 1 N 1 %
0_2 — u*/u* — 2 :u;k2 — v
n—k 4 n—k < h;

E se af = 02h; nao é conhecido e a teoria econémica nao aponta numa dada direccdo, como

é usual em qualquer aplicacdo? Quando o dltimo estimador ndo é vidvel porque o2 = o2h;

i
nao é conhecido entao procede-se a estimacgao de a% = 02h; e substitui-se essa quantidade no
procedimento descrito anteriormente. Esse estimador pertence a classe FGLS pois passa a ser

Feasible - vidvel. Suponhamos que
E(u?!:ﬁl) = O'? = o?h; = o?exp (61 + bamio + ... + Opxig) = olexp (:U;(S) (17)
onde 02,8 sdo desconhecidos. Entdo,

uf = oZexp (61 + Oamio + ... + Opxip) v; = olexp (ZL‘;(S) vi; E (vi]z;) =1
In (ulz) = 0] +0awia+ ... + Opxip +€; = x;5* +e;;0] =61+ 2Ino; E (e;]x;) =0,e; L ay,
e 0s parametros podem ser estiméaveis através de
In (W2) = &7 + 6ain + oo + Spwip + € = ;6" + ¢4, (18)
onde ; sdo os residuos OLS. Desta forma,

h; = exp (SI + 6920 + ... +3k:zik> = exp <ZL‘;3\*> , (19)

e o estimador é

(20)

A forma geral do estimador GLS e FGLS serd alvo de discussao no capitulo de introdugio a

regressao com time series e autocorrelacao dos erros. No entanto, importa referir o seguinte. Se



a forma funcional de a% estd correctamente especificada, pode-se demostrar que a distribuicao
assimptética do FGLS coincide com a do GLS. Caso contrdrio, o FGLS é ineficiente e pode
mesmo ser mais ineficiente do que o OLS, mesmo assimptoéticamente. Na verdade, mesmo
se a forma funcional é correctamente especificada, em amostras de dimensao finita o OLS €
normalmente mais preciso do que o FGLS pois este ultimo requer a estimacgao de 2. Em jeito
de conclusao pode-se afirmar que se estamos perante um modelo com erros heterocedasticos
(hipétese a ser testada) é de bom senso utilizar-se o OLS para estimar o modelo e a matrix de
variancias-covariancias de White robusta a heterocedasticidade para os testes t e intervalos de

confianca.

e (Monte Carlo; Vcov WLS < Vcov OLS)

Aplicacoes
()

Exercicios

1. Considere o modelo
Ci = ﬂl + ﬂgDi + Uy,

em que C; é a taxa de crescimento do lucro da empresa ¢ para um dado ano e D; é a
dimensdo da empresa (medida por exemplo pelo numero de trabalhadores). Discuta a

hipdtese de homocedasticidade para este modelo.

2. Porque



