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1 Motivacao

e (Parte 1: Analise Univariada) Evidéncia Empirica (stylized
fact): As variaveis de natureza economica apresentam
dependencia temporal (memoria) a trés niveis:

(a) A memoria dissipa-se rapidamente (funcdo geométrica)
com o passado.

(b) A memoria ¢ longa (funcdo hiperbolica), i.e., ha de-
pendencia relativamente significativa até um passado
longicuo.

(c) A memoria € permanente e significativa.

e (Parte 2: Analise Multivariada - Ver VAR e Cointegracao)

2 Introducao e Algumas Definicoes

e Objectivo: Modelar Time Series (séries cronologicas). Exem-
plo: Modelos ARIMA
— Simplicidade.

— Ajustamento e Previsdo.

— Lineares; Univariados e (Nao)Estacionaridade.

. . - T
e Time Series (ou processo estocastico), {Y; },_; = {1, Ys, ..., Y7}
¢ uma sequéncia de variaveis aleatorias.

. ~ . . T ,
e Realizagdo da Time Series, {y:},_; = {y1,%2,...,yr} €0
grafico com as observagoes de uma variavel time series.



Example 1 taxa de desemprego, inflacdo, indice PSI-20), ...

e Y ¢ estritamente estaciondrio se a fung¢ao distribuicao conjunta
de {Y;,...,Y; } ndo muda com o tempo.

e Y, ¢ estacionario em covariancia se paratodot e l, £ (Y;) = u
e Cov (Y, Y, ) =T1().

e cstritamente estacionario=>estacionario em covariancia.

e O processo estocastico estacionario Y; possui memaoria que se
dissipa se I' (/) — 0 quando | — oo.

e Notagdo: Para Y; univariado, Cov (Y7, Y; ;) = ;.

e Variancia e Autocorrelagdo: v, = V (Vi) ; Corr (Y3, Vi) =
Pr = z—é
e p; ¢ a funcdo autocorrelacdo (FAC).

e Funcido de autocorrelacdo parcial (FACP): efeito que o passado
do processo tem sobre o mesmo, ceteris paribus, 1.€. coefi-
cientes de correlacdo parcial através de uma autoregressao.

e Momentos Amostrais (equivalente aos momentos da populacao
para uma amostra de dimensao 1°):

T T
o o _ ~
Y = T;ytm == > =D - 7).

t=0+1



e Operador Desfasamento (Lag), L :
LYy = Yiq, LY, 1 =Y, ...
LY, = L(Lz) = LY, =Y, 5, 'Y, = Y,_;.
e Primeiras Diferencas:
(1—L)Y; = Y, = Y1 = AV,
LAY, = ALY, =AY 1 =Y 1 — Yo, ...



3 Modelos ARMA
e Y, ¢ estacionario € sem componente sazonal.
3.1 White Noise (Ruido Branco)

o Y, = ¢ ~ wn (O, 0?) , 0 seu estudo justifica-se pela
sua simplicidade e base de constru¢do de modelos mais
sofisticados.

e ¢, white noise gaussiano se &; ~ i.i.d.N (0, 02) .

e Propriedades:

E(e) =0,V (e)) =79 =02 < 00,Cov(es, g11) =7, = 0,1 #0.
e FAC: p,=1;p,=0,1#0.

e Teorema da Decomposi¢cao de Wold (para os modelos ARMA):
Y, estacionario em covariancia=-

@)
Yi=p+ Z%’&—j = b+ &+ P1€_1 + Pogi_a + ...,
=0

emqueZ¢? < 00,1y = 1.
3.2 Modelo Autoregressivo (AR)

e Y; ¢ uma combinac¢ao linear do seu passado:
AR(1): Y, =c+ @Y1 +en,ee ~wn (0,02) ,t=1,...,T.

e Parcimonio e capta a dependéncia/memoria das séries. Para



c =0,

Vi = ¢(@Yiotea)+e=..

t—1 /
= 'Yy + Y dej=0'Yo+ ) ¢'e
=0 i=1
Se |¢| < 1entdo” lim;_, gijt_j — (7 e, por isso,

0 (©. @)
Y, = Z Pei_; = Z o' e
j=0 i=1

Portanto, para que o AR(1) seja estacionario ¢ de memoria
que se dissipa, |¢| < 1. Neste caso,
__o:
I =9
Nota: Se [¢] < 1, =57 = 1 + ¢L + ¢"L? + ...

FAC: Decaimento geometrico/exponencial — Memoria curta,
p] < COrlll com0 <r <1,C >0.

5y VI = ¢l70; Pl = le-

E(Y;) =0;V (Y1) =

Mais geral,

AR(p) + Yi=c+ oY1+ Yo+ ... + ¢, Yi—p + €
a— Qb(L)}/t = C + &y.

Polindmio autoregressivo: ¢(L) = 1— ¢y L — o L?— ... — ¢, LP

Estacionaridade se as raizes de ¢(L) estdo fora do circulo
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unitario, i.e., a(s) solucdo(des) de 1 — 2 — Ppy2® — ... — ¢, =
0. Condigdo necessaria para estacionaridade: ¢y +@y+...+¢, <
1.

Example 2 AR(2) : ¢1+¢9 < 1, 09— < 1,[¢g] < 1,01,09 €
R.

e FAC: Premultiplicar as equacoes de Yule-Walker, Y; — u =
D1 (Vo1 — p) + oo + ¢ (Vi — p) + &1, por Yy — e aplicar
o valor esperado:
Vi = P1Vim1+ PoVi—o o+ DY [ >0
Y= dmt oyt t oy, +ot I=0e
P = O1P1—1+ Poprot o+ Pppy_
e FACP: 1paral =0;¢;paral=7=1,...,pe0paral > p.
3.3 Modelo Médias Moveis (MA)

e Y; ¢ uma funcao linear dos choques do presente e passado.
e Processo médias moveis de primeira ordem:
MAQ) :Yi=pu+e — 041,60 ~wn (O,a?) t=1,....T.
e Propriedades:
E(Y:) = mV(Yi) == 02(1 +6%);

v = =002y, =0,1>1
6

P1 —
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e Conclusido: M A(1) é estacionario para qualquer valor real de
i, 0 e tem memoria curta (até ao lag 1). A FAC é zero para
[ > 1.

e Se || < 1,0 MA(1) é invertivel ¢ correspondera a um
AR(0),Y; = &, — 0Y,_; — 6°Y;_5 + ... Portanto, a FACP tem
um decaimento exponencial para zero.

e Invertibilidade: Raiz do polinomio médias moveis 6(L) =
1 — 0L esta fora do circulo unitario.

e Mais geral,
MA(q) : Vi=p+e—0igi1—...— 0= Y, =p+0(L)e.
o(L) =1—-6,L—..—6,L"

e FAC zero para ! > ¢; FACP tem um decaimento exponencial
para zero se (L) ¢é invertivel.

3.4 Modelo ARMA
e Combina AR e M A.
ARMA(p,q) : ¢(L)Y; = c+ 0(L)e;
o ARMA(1,1) : Yy = ¢Y; 1 + & — 041, tem FAC p, =

1—¢f
(1+Q;2>(Q25¢9>’ P = QP;_1.




Modelo FAC FACP
AR decaimento exponencial ou zero paral > p
de amortecimento sinusoidal
MA zero paral > q decaimento exponencial ou

de amortecimento sinusoidal

ARMA decaimento exponencial ou decaimento exponencial ou
de amortecimento sinusoidal de amortecimento sinusoidal
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4 Modelos ARIMA e SARIMA

4.1 ARIMA

e Y; ¢ ndo estacionario € sem componente sazonal.

e Definigdo: Y; ~ I(0) se o processo Y; é estacionario. O
processo Y; ¢ I(d) se sdo necessarias d primeiras diferengas
para o tornar estacionario: Y; ~ I(d) : A%, ~ I(0).

O processo [(d) diz-se que tem d raizes unitarias (no seu
polindmio autoregressivo).

e Muitas variaveis economicas ¢ financeiras sao nao esta-
cionarias. Apresentam uma tendéncia. Estocastica ou
Deterministica? Aqui, € estocastica. Normalmente, d = 1;
alguns exemplos de d = 2.

Example 3 AR(1),Y; = o + pY;_1 + & é estacionario se |p| <
LAY, = (p—1) (YH—%) te.Sep=1,AY, = e,

Example 4 Passeio Aleatorio sem deriva: Y, = Y 1 + ¢ &
Yi=Yo+ Y ¢

Example 5 Passeio Aleatorio com deriva: Yy = a+Y; 1+¢e &
An:&+€t¢>}/¥:%+&t+zzzl€j.
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FAC de Y; nao decai para zero pois o efeito de um choque ¢é
permanente. Na verdade, a FAC teorica ndo existe. MAS a
FAC de A%Y; decai para zero. Meméria infinita.

Conclusdo: o processo Y; ¢ um ARIM A (p,d, q) se, ndo
sendo estaciondrio em niveis, torna-se estacionario apos d
diferengas. Por exemplo, o processo ARIMA (p,1,q) é
estacionario nas primeiras diferencgas pois remove a tendéncia.
estocastica.

Concretamente,
ARIMA(p,d,q) : p(L)AY; = ¢+ 0(L)e;.
Identificacdo de p, ¢ : FAC e FACP do processo A%Y,.

Identificacdo de d : Testes de raizes unitarias (ver apontamentos
sobre raizes unitarias) ...

Condicdes de Estacionaridade e Invertabilidade de A%Y; :
Raizes dos polindmios ¢(L) e 0(L).

4.2 SARIMA

e Y, tem componente sazonal ¢ é/nao ¢ estacionario (d = 0

versus d > 0) : SARIM A(p,d,q) x (P,D,Q)s :
S(L)D(LS) (1 — L%)" (1 — L)Y, = c + 6(L)O(LY)e,

O(L°) = 1 — DgL® — OygL® — ... — dpgL”
O(L%) = 1 —OgL® — Qs> — ... — OpgL™,
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Example 6 SARIMA(0,1,1) x (0,1,1)3

e S define a frequéncia dos dados: Dados mensais para S =
12, ...

e Identificacdo de d, D : Testes de raizes unitarias simples ¢
sazonais ...

e Ao processo (1 — LS)D (1—L)"Y;:
— Identifica¢dao de P, () : FAC e FACP nos lags sazonais,
5,285,365, ...
— Identificagao de p, q : FAC e FACP nos lags ndo sazonais.
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S Metodologia de Box-Jenkins

e Na pratica, temos um metodo: Transformar os dados (log
estabiliza a variancia; diferencas estacionariza a série;...),
identificacdo do processo (d,p.q....), estimacao dos parametros,
inferéncia/testes, previsao in-sample e out-of-sample.

e PASSO 1: Transformar os dados
— Estabilizar a variancia (transformacao de Box-Cox) ¢
estacionar a série (d, D) .

e PASSO 2: Identificacdo do processo
— Identificacdo de p, q, P, () pela comparacao entre as FAC e
FACP Empiricas e as FAC e FACP Teoricas.

— FAC Empirica (correlograma):

] — | —
~ L~ _/\2
“_fzytv%_ftz:;(yt 1y
~ ~ 7
wz—z v — 1)yt — 10); ) = =
t=1+1 7o

— Bandas da FAC Empirica: i% porque v/ 1D Hi N (0,1).
0

— FACP Empirica: Estimagao AR)!

— Estratégia: Especifico para Geral (Down-Top).

e PASSO 3: Estimacao
— OLS, MLE, ...
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e PASSO 4: Inferéncia/Testes de Diagonostico
— Testes sobre os parametros do modelo, ...

— Residuos Ruido Branco? Testes de Autocorrelacao aos
residuos do modelo (DW, BP, LB, ...), ...

— Criterios de Selecgcao de modelos (AIC, BIC, ...), ...

e PASSO 5: Previsao
— In-sample e Out-of-sample ...

— Representacdo AR — Valor esperado condicional: ;) =
E(Yevr|y, 41, ...). Eg: AR(p) :
Yrrk = ¢+ O E(Yrrr-1|yt Yi-1, )
+ G0 B (Ytrh—2|Ut, Y1, ) + oo + OB (Yth—plUt, Yi1, ).
Note-se que, por exemplo, E(y:|ys, y+—1,...) = y; mas que
By |y Yi—15 ) = Yes1 7 Yo
— Erro de previsdo In-sample: e; = y; — ;.

— Performance do modelo: Minimizar medidas

RMSE, MAE, MAPE. U, ...



