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1 Motivacao

e Evidéncia Empirica (stylized fact): A maior parte das variaveis
de natureza financeira apresentam periodos de pouca flutuacao
seguidas por periodos de grande volatilidade. Exemplo:
Returns.

Example 1 Brenner, Harjes, and Kroner (1996) short-term nom-
inal interest rate y; with GARCH efects on interest rate volatility:
Yii1— Y = a+ By +e1 onde Ey (g11) = 0e By (e71) = o2y

onde 02 = w + 07 + ¢o?_,. Finding: 0 #£ 0,0 # 0ey = 0.5.

Example 2 Regressdo para obtengdo dos betas do asset 1 com o

mercado com a variancia condicional do return do mercado como
GARCH. Conditional CAPM.

Example 3 GARCH-M. Mercados Financeiros: Investidores es-
peram maiores returns cComo compensa¢do por deter uma carteira
de maior risco — Alteracoes na variancia (volatilidade) nos mer-
cados financeiros (juros; inflacdo; returns, ...). Por exemplo,
rety = W, + uy, onde L, € o return antecipado e u; o return que
ndo é antecipado, e onde |1, estd relacionado com a varidncia de
ret;.

Example 4 ARC'H — M (ARCH-in-mean): vy; = CC;B +0h + &4,
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onde 0 da a intensidade entre o nivel e a volatilidade h; de 1y; pois
Yt = iy + x5 fly = T8 + 0Dy

Example 5 Volatilidade com regressores: Por exemplo, hy = w+

04163_1 +60D; em que Dy é uma Dummy para Sept 11, 2001. Testar
6 =0.



2 Introducao

e Analise standard MRLM: Amostra de dimensdo 7', {(z,, v;) :
t = 1,...,T} e incluir o termo independente, x4y = 1, =
L,...T:

Yy = 51 + 5233752 4+ ... + katk + U = Qj';ﬁ + Ut,t = 1, ,T (1)

Example 6 Regressdo em torno da média, k = 1 : y, = [ +
Ut,t = 17 caey T

Example 7 AR(1), onde x; = y;—1 : yy = 81 + BoYr—1 + s

e Hipotese standard do MRLM de interesse:
Homo. (homocedasticidade néo condicional nos erros) V' (uy|x;) =
E(u?|z;) = 0 que implica, pela LIE,

V(u) = E(u?) = 07, constante, t = 1,...,T. (2)
e MAS pode simultaneamente existir variancia condicional de

Ug,

0 = V(ug| w1, wp—9, ...) = E(u?|ue_1, s, ...),

que varie com ¢ .. OBJECTIVO: Especificar e prever a

variancia de y; em time series, via 0%.

e Testar erros ARCH? Ver teste de Engle (Arch effects).

e Simplificacdo: uy = ; ~ wn (O, ag) . Se £; white noise



gaussiano, €; ~ 1.7.d.\N (O, Ug) . Ao assumir a normalidade
de &, aplicar técnica e resultados da estimagao (conditional)
MLE.



3 Modelos ARCH

Engle (1982)
Y = ZC;B—I—Et,t =1,....T.
e ¢, ~ ARCH (m), processo autoregressive conditional

heteroskedastic de ordem m :

2 2 2
o = w+oig;,  +...+apg_,t=1..T,

w > 0,a; >20,7=1,...,m.

e Porque,

2 2 2 2
£y = Wto€;_1+...Faugi_,, tw; wy ~ wn (O, aw) t=1,..,1.

ou, alternativamente,
Et = ]’Lﬂ]t; ht — w+a1€§_1+...+ozm€§_m; Ut|€t—1 ~ 1.2.d. (O, 1) .

e Estacionaridade (raizes do polindmio autoregressivo de &7 fora
do circulo unitario): ay + ... + a,,, < 1. Implica variancia nao-

condicional V(u;) = E(u?) =0 =w/ (1 —a; — ... — ay,) .

e Intuigdo: €7 (proxy para variancia) tende a ser grande de acordo

2 .
com €;_;, j pequeno (passado recente).

e MLE para ¢; gaussiano (porque v¢|&_1 ~ i.i.d.N (0, 1)): Com



/
&t = Yp _'rtﬁa
T

1(0) = > log f (|, wi1;0) =
t=1

T 1 d 1 ! (yt—azéﬂ)z
5 log (27) — 5 75—21 log (ht> 5 15—21 I ;

/

6 = (Bl,w,al,...,ozm)

/
/

/ !/
Wi_1 = (yt—la Yt—25 -3 Y15 Y05 -y Y—m+1y Ly 1y -+ Lyy -+ x—m—l—l)

e ARCH(1): ... Estacionaridade e ndo-degenerada: w > 0,0 <
a; < 1.

Example 8 Engle (1982), ¢, ~ ARC H (4) : taxa de inflagdo, T,
e indice salarios reais, 1, para UK 195811 - 197711,

T, = 0.032 4 0.162m_1 + 0.2647,_4 — 0.3257,_5 + 0.071r_1,
he = 1.4FE — 5+ 0.955 (0.4e7_1 4+ 0.3e;_5 + 0.2¢; 5 + 0.1g;_,) .



4 Modelos GARCH

Bollerslev (1986)
Yy = x;ﬁ—l—et,t =1,...,7T.

o ¢, ~ GARCH/(r,m), processo generalized autoregressive
conditional heteroskedastic de ordem r, m :

Et = ht?}t,t = 1, ceey T; ’Ut‘gt—l ~ 1.7.d. (0, ].)
hy = K+ 04151?_1 + ...+ ozmef_m + 01hi—1 + ... + 0,hy—y;
K > 0,0éj > O,] = 1,...,m,5]~ > O,] =1,...,7.
e Intuigdo: ARC' H (00) porque (por exemplo)no GARC'H (1, 1),

0
2 9
hi =Kk + g | +01hi 1=K+ g 01er . 4.
J
J=0

e GARCH(1,1)... Estacionaridade iy + 01 < 1.

Example 9 Bollerslev (1986), ¢; ~ GARCH(1,1) : taxa de in-
flacdo, m;, para USA 194811 - 1983:1V,

T = 0.141 + 0.433m_1 + 0.2297,_5 + 0.3497_3 — 0.1627,_4,
hy = 0.007 + 0.135¢7_, + 0.829h;_;.



5 Modelo de Volatilidade Assimétrica

Especificar a variancia em distintas respostas consoante a
inovacao (erro) € negativa (bad news) ou positiva (good news).

Empirical - Efeito alavancagem: tendéncia para a volatilidade
diminuir quando os retornos aumentam e para subir quando
os retornos caem (movimentos de queda no mercado bolsista
provocam maiores niveis de volatilidade do que movimentos
de subida, para a mesma amplitude).

Glosten, Jaganathan, and Runkle (1989),e; ~ TARCH (r,m),

processo threshold autoregressive conditional heteroskedastic
de ordem 7, m :

Et = ht’l)t,t = 1, ceey T, vt‘gt—l ~ 1.1.d. (O, 1) .
he = k+aier | + ...+ amer 4+ 61hi_1 + ... + 6, hiy

l,eg1 20
‘|‘W5?—1]t—1; I 1 = { 0 52_1 <0

Efeito assimétrico para v # 0 e efeito alavancagem existe se
v < 0.

TARCH(1,1)...
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6 Modelos Alternativos
e Nelson (1991), &; = Vhyvy ~ EGARCH (r,m); v|E_1 ~

i.1.d. (0, 1) , processo exponential generalized autoregressive
conditional heteroskedastic de ordem r, m :

Et—m
mht—m

m

Et
N

Tyt
Vi1 hy .
+0q loghi_1+ ...+ 0, log At ;.

o ARC'H — M (ARCH-in-mean): y; = :zt;ﬁ + 0h; + &, onde
0 da a intensidade entre o nivel e a volatilidade de y; pois
Yr = Hy + €6y = 2,5 + Oy

e IGARCH (integrated GARCH): GARCH com ', d; +
Z;'nﬂ aj =1

e Multivariate GARCH : E (et&‘;\&_l)kx . = H;. Especi-
ficacdo para H;? Numero de parametros a estimar (!) e
garantir que H; ¢ positiva semi-definida (PSD) (!) justifica
H, = Ay + Ayg;_1e,_| A, + B1H,_ B, onde A, é PD (BEKK
model) ou h;j; = PiiA /Niithij, onde p; = 1ehy, i =1,...0k
sdo GARC H (VECH model). (ver Engle and Kroner (1995)).

logh; = w4+ o +

e Volatilidade com regressores: Por exemplo, h; = w + 0415?_1 +
6D; em que D; ¢ uma Dummy para Sept 11, 2001. Testar
0 =0.

e Absolute value GARCH(1,1) : hy = w+ dhy_1 + ah_1 |g¢] -



