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1 Motivacao

e Evidéncia Empirica (stylized facts): Varias sé€ries economicas
¢ financeiras apresentem propriedades estatisticas (momentos
e parametros) que se distinguem ao longo da amostra. A
presen¢a de quebras na estrutura das séries € mais a regra
do que a excepcao! Algumas s€ries temporais sao mais bem
descritas atraves de nao-linearidades.

Example 1 s; = i\ —i}, onde s; é o spread relativamente as taxas

de juro nominais de curto (i}) e longo prazo (zi) . A persisténcia
(nivel de "correlacdo temporal”) é diferente quando s;_1 > 0 de
Si—1 < 0.

Example 2 Para a economia mexicana e no periodot = 1978, ..., 198!

considere-se o racio D;/ P, onde D; e P; sdo, respectivamente, o
volume de dinheiro em dolares e em pesos em contas bancarias. A
serie log Dy —log P; flutua uniformente em torno de —2 até 1982 e
devido a um choque estrutural subito passa a variar regularmente
em torno de —3.25 apos 1982. Como modelar esta série?

Example 3 US real GNP: Two state

Yo — Mg, = ¢1 (yt—l — :ust_1> + ..t ¢4 (yt—4 — :ust_4> T Et.

Finding: 11y = 1.16%; 1, = —0.36%; p11 = 0.90; poy = 0.75;
expansoes duram em media 10 trimestres, depressoes 4.



2 Modelos TAR (Threshold AR)

e A alteracdao de regime ¢ determinada por uma variavel
observada.

e Simples caso (SETAR - self-exciting TAR -, de 1 ordem, com
threshold igual a zero e identicos choques):

_ { PrYi—1t+ersey—1 >0
Yt =

Os parametros p; € p, descrevem o diferente nivel de
persistencia de 1, de y;—1 > O emrelagdoa ;1 < 0. O
valor de zero ¢ interpretado como o sendo o nivel de equilibrio
(longo-prazo).

e Estimacgdo de py, p, € o.: Neste caso, Minimos Quadrados
porque este modelo ¢ equivalente a

Yr = prleye—1+ po (1 — It) y4—1 + &4, onde I = 1 (y,—1 > 0),
(2)

funcao indicador.

e Teste a AR: HO : p; = p, Estatistica usual F (se o threshold ¢
desconhecido entio a estatistica deve ser outra - nao standard).

e [Extensoes:
— TAR (ndo ¢ "self-exciting")

yy = { P11+ € se Si_1 >0

PoYi—1+erse S <07 ()



em que S;_1 ¢ a variavel de estado.

— Threshold diferente de zero (conhecido versus descon-
hecido) e com constante

gy = fy+ P1Ys—1 T ErSCYr 1> T @)
Po + poYs—1 +eErsey1 < T
— Demeaned
St (e —p) Fersey > p 5
Yt = B <, (5)
poApo (Y1 — p) +erseyi1 < p
— Ordem p de desfazamento na parte AR

yy = { PuYi-1 + P12 + o Py +Erse Y1 > 0

Po1Yi—1 T Poolt—2 + ... + poYr—p +ersey1 <0
(6)

— Ordem k de desfazamento na variavel de estado
P1Yi—1 + €t € Y > 0
—_— 7 7
v { Poli—1 +Erse Yy <0 (7)

onde k£ € o numero de periodos de desfazamento com que a
variavel de estado influencia o regime na variavel principal.

— Diferentes choques

PoYi—1 + e sey—1 <07

— Mais do que 2 regimes; Diferentes ordens de desfazamente
entre regimes; Apenas parte dos parametros mudam com o
regime; Especificagcdo diferente do tipo AR (eg: STAR); A

1tepsey_1 >0
Y = { Prlt—1 7 €1t 5€ Yi—1 onde V (e14) # V (e9¢). (8)



variavel de estado ¢ diferente em cada regime; ...

e Se o parametro de threshold ¢ desconhecido, entdao a estimacao
de minimos quadrados ¢ feita a dois passos (o 7 € escolhido
com base numa grelha) = OLS nao linear (ou MLE).

e Pode-se usar AIC para a selecgdo de modelos (p, &, ...).



3 Modelos MS (Markov-Switching)

3.1 Introducao e Markov Chains

e Retomemos o exemplo da série log D; — log P; = y;. Como
modela-la? Uma hipotese ¢ usando AR(1) (demeaned) para
Yr — = @ (Ye—1 — p11) + &, set < o

<
Yr — oy = @ (Yr—1 — o) + &1, sS€ T > 1 H2

cada regime, {

(1. Questoes:
(a) Como se estima ty? Correspondera de facto a 19827 O que
causou esta quebra abrupta?

(b) Como se estimam os parametros do modelo fi, fio7

(c) Como se preve esta série com base neste modelo?
(d) Qual ¢ a lei probabilistica (DGP) para {y; }?

e Modelo equivalente:

yt—:usf :¢(yt—1 _:usf_l) +5t7t: 17"'7T7 (9)

onde o estado ou regime s; = 1set = 1,2,...,{pe s; = 2
set = tyg+ 1,19 + 2,...,I". No entanto, na pratica, s; nao

¢ observado ¢ ¢ aleatoria a sua realizacdo. Qual ¢ a lei
probabilistica para {s; }? Por simplicidade, assumir que a time
series, sendo uma sequéncia de v.a. discretas, ¢ uma cadeia de
Markov.

e {s;} ~Cadeia de Markov com N regimes (S = {1,...,N})e



probabilidades de transi¢do {pzj}i\;:l : Z;\Ll pij =1,

P(si=j|si-1=1,81-2=~k,..) = P(s; = jlsi-1 = 1) = pij,
(10)
P11 --- PN1
Prxn = [pij| =
PIN -.- PNN
e Irreducible M.C.: Ndo ha regime(s) absorvente(s) (c.f. P).

e Ergodic Irreducible M.C. para N =2 : p11 < 1,pae < 1,p11 +

1—
D22 >0,0nd€7T1:P(St: 1):T1p32p?2,7(2:1—ﬂ'1.

3.2 Modelo de Hamilton e Estimacio, Previsao e Inferéncia

e Geral, linear,
ytzﬁ;txt+8t7t: 17"°7T7 (11)

onde e, ~ NN (0, Jgt) independente V¢ de s; que € modelado
como uma nao observada /N —state Markov chain.

Example 4
Y = fy, + O yi-1 + e~ id.d.N(0,0%), N =2

/

Q@ = (M17N27¢17¢270-2) 79 — (O/apllap22> 7] — 1727

e Notas: /
(a) Data ), = (yt,yt_l, ooy Yy Tpy Ty 1, ...,:C_m) continu-
ous + Regimes s; discrete implica uma MIXTURE Joint
PDF.



(b) Parametros do modelo + Prob. associadas ao regime
implica MLE com recurso a um processo iterativo na
logica do EM algoritm.

(c) Assume-se
[ Welze, Vo1, st = Jia) = f(yelxe, Vi1, 86 = J, St-1 = 4y o0y 5 )
(12)
(d) Assume-se que MC s; ¢ independente de )V;_1 e x; (além
do erro &;).

e Informacdo probabilistica sobre qual o regime num dado
periodo ¢ dada a informagdo disponivel até esse momento

Ve &g = E(&IV) = (P(si =12, P(ss = N|W)))

onde &, = e; (1" col. de I ~) quando s; = 7. A sequéncia
{Eﬂt} ¢ denominada por Filtered prob. (one-step state forecast
given ).

e Previsdo optima a m passos: ;. ,,; = P&

o Smoothed prob. com base em toda a amostra: {yp =

E(&|Yr).

e Previsdo para 17 Demonstra-se que E (y;1|Vi;0) =
h.&, 11)» onde o (N x 1) vector h; tem como 7" elemento
E (yi1|s041 = J, Vi 0) = f4; + @;yr, por exemplo.



