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1 Variavel Aleatoria e Funcoes de
Densidade e Probabilidade

e Uma variavel aleatoria X ¢ a informacao probabilistica de uma
realizacdo aleatoria. O conjunto de realizagdes € composto
pelos potenciais acontecimentos mutuamente exclusivos do
processo aleatorio. Uma realizacao ¢ aleatoria porque esta
associada a uma probabilidade (propor¢ao de vezes que ocorre
no longo prazo) na experiéncia.

Example 1 X = # de caras quando se atira ao ar uma moeda
vdlida por 10 vezes. O espago probabilistico ¢ {0, 1, ...,10} , uma
particular realizacdo é x = 6 e um particular evento é “obter um
numero par de caras”.

e Variavel aleatoria Discreta versus Continua.

Example 2 Bernoulli e Poisson versus Normal and Chi-Quadrado.

e Fungdo densidade probabilistica discreta (pdf), p; =
P(X =z;) = f(x;) onde a soma dos p’s ¢ 1 e estes
estdo no intervalo entre O e 1.

e Fungdo distribui¢do cumulativa (cdf), F'(z) = P (X < z). A
area ou integral (caso continuo) abaixo da pdf ¢ 1; F' (x) ¢ ndo
decrescente em relacdo a x and estd entre 0 e 1.

Para qualquerc, P(X >¢)=P(X >¢)=1— F (c)



Para qualquera < b, P(a < X <b)=F (b) — F (a) .
Fungdo densidade (continua) (pdf), f (z;) = —5~|z = z;.

Pdf conjunta, fxy (z,y) = P(X =2,Y =y), para X, Y
82FX,Y(:1:,y)
oxdy

Zz‘,j fX,Y (%‘;?Jz’) = 1; fffX,y (.CC,y) dxdy = 1.

Def: X,Y sdo independentes se e s6 se fxy (z,y) =
fx () fy (y) , para todo z, y.

Pdf Marginal , fx (z). Para v.a. discreta fx (:Cj) =

v.a. discretas; e fxy (z,y) =

Z?il fX,Y (Zlﬁj, y@) para continua, fX f fXY dy =
8FX,Y($700) o GFx( )
Ox - O

Pdf conditional, fy,/x (y/x) = ﬁff’;—gj’)y), para todo x em que
fx (JJ) > ()
X,Y sao independentes se fy/x (y/z) = fv (y) -

ffY/X (y/x)dy = 1; Fy)x (y/x) = f fv/x (z/x)dz



2 Valor Esperado e Variancia

Valor esperado F'(X) = p como medida de tendéncia central.
E(X)=Y" zf(z;)ou B(X) = [ af (z)da.
Para X, Y disc., E[g (X,Y)] = Zf’zl > ic1 9 (5, 9) fxy (w5, vi)
Propriedades:
Parac, a, be {ai,...,a,} qq constantes e { X1, ..., X, } v.a.,
Ml1: E (¢) = c
M2: E(aX +b)=aFE(X)+Db
M3: B (3 ailXi) = 3 iy aiE (X))
Mediana Med(X ') como medida de tendéncia central.
Distribui¢des (A)Simétricas.
Variancia Var(X) = 0 como medida de variabilidade.

Var(X) = E [(X — p)?*| > 0, e desvio padrio sd(X) = o =

++/Var(X)

Facto: 0% = E(X?) — p?.
Propriedades:
V1: Var(X)=0seesdose P(X =c¢)=1
V2: Var(aX +b) = a*Var(X), sd(aX + b) = |a| sd(X).

Variavel aleatoria Standardizada, Z = %



3 Correlaciao, Independencia e

Momentos Condicionados

Covariancia Cov(X,Y) = oxy e Correlagdo Corr(X,Y) =
pxy como medidas de associagao (linear).

Cov(X,)Y)=E[(X — px)(Y —py)|,Corr(X,Y) = 7

0x0y

Facto: oxy = E(XY) — puxpty

Propriedades:

Cl: Se X, Y sdo independentes, entdo C'ov(X,Y) = 0.

C2: Cov (a1 X + by, a2Y + by) = a1a5Cov(X,Y)

C3: |oxy| < oxoy (desigualdade de Cauchy-Schwartz)
C4:. -1 < Corr(X,Y) <1

C5: Corr (a1 X + by, a2Y + by) = Corr (X,Y) ,a1as > 0;
Corr (a1 X + by, a2y +by) = —Corr (X,Y),a1as < 0.
C6: Var(aX+bY) = a*Var(X)+0*Var(Y)+2abCov(X,Y)
C7: Se { X1, ..., X,,} sdo v.a. ndo autocorrelacionadas mu-
tuamente, entdo Var (3.1, a;X;) = >.i a*Var (X;).
Caso contréario, Var (31 a;X;) = > i azVar (X;) +
2 ij a;a;Cov (X;, X;)

Valor esperado condicional de Y dado X, F (Y/z) =

Z?:l yij/X (yj/x) ou B (Y/z) = fjozo ny/X (y/z)dy, ¢
uma funcao de x.



e Propriedades:
Considere g(X) e h(X) qualquer duas fungdes.
CEL: Elg(X)/X]| = g(X)
CE2: Elg(X)Y +h(X)/X]|=g(X)E(Y/X)+ h(X)
CE3: Se Y, X sdo independentes, entdo £ (Y/X) = FE(Y). Se
E(Y/X)=FE(Y),entao Cov(g(X),Y)=0.
CE4: Ex |[FE (Y/X)] = E(Y) (lei das expectativas iteradas)

e Variancia condicional de Y dado X, Var (Y/x)
Var (Y/X =z) = E ([Y —_E(Y/X) /x)

m

= N Ly — E(Y/0)P fyix (y/)

Var (Y/X =z) = E_<Y2/5’7) — [E(Y/X)]

Se Y, X sdo independentes, entdo Var (Y/X) = Var(Y).



4 Principais Distribuicoes

e Distribuicdo Normal, X ~ N (,u, 02) ¢ simetrica em torno de
pe0.95=P(u—1960 < X < pu—1.960)
Tabelas: Normal Standard, Z = %; P(Z <z)=®(2)
P(Z>2)=1-®(2)eP(a<Z<b)=d()—P(a)

Qualquer combinacao linear de ¢.7.d./N. tem uma distribuicao

N.

Example 3 ParaY; ~ N (,u,aQ) t=1,..,n, entdo%Z?ZIYi ~
N (,u, %2) :

e Normal Bivariada, Ns (u, )

fX,Y(aj:y)
1 1 (Z% —2pxy ZxZy + Z3
_ : exp[——( X — 4Pxy gf y + Y)]7
2roxoy+/1— piy 2 L= pxy
Ty — x—MX;ZY:?J—MY
Ox Oy

Se X, Y sao Ny (u,€)), entdo X, Y sdo independentes se ¢ s6
se Cov(X,Y) =0.

e Distribuicdo do Chi-Quadrado com n graus de liberdade,
X ~ X%n) ¢ assimétrica e X ¢ ndo negativa c.p. 1

E(X)=n,Var(X)=2n



Se Z; ~ i.i.d.N(0,1),s =1,...,n,entdo X = > " Z? ~
X(n)

Distribui¢do do t-Student com n graus de liberdade, X ~ ¢,
¢ simétrica em torno de zero.

E(X)=0,n>1,Var(X) = -"5,n > 2 (para que exista -
finito).

t(n) tem mais massa nas abas do que a IV (0, 1) e () é igual a
N (0,1) c.p.1

Se Z ~ N(0,1), X ~ X%n),Z,X independentes, entdo

T =2 ~t).

X

n

Distribui¢do do F-Snedcor com (k;, k2) graus de liberdade,
X ~ F, 1, € assimétrica e X € ndo negativa c.p.1

Se X| ~ X%kl),XQ ~ X%kQ),Xl,XQ independentes, entio

— XQ/]{?Q ~ F(/ﬁ,kg)‘



S5 Estimacao

Processo de ”aprendizagem” sobre a populagao (desconhecido)
com o recurso a informagado contida numa amostra disponivel
que ¢ extraida da populacao. Estimacao Pontual; Estimac¢ao de
Intervalos e Ensaios de Hipdteses. Exemplo de um objecto de
interesse: O valor esperado da populacgao.

Suponha que a pdf dos Y’'s é dada por f (y;0). En-
tdo, {Y1,...,Y,} é uma amostra aleatoria de f (y;6) se
Y, ~ ia.d.f(y;0),i = 1,...,n. Os dados {y1, ..., y,} sdo
habitualmente diferentes para cada amostra distinta.
Estimador Pontual para 8, W = h (Y71, ...,Y,) ¢ estimativa
w=h(yi, ..., Yn)

Propriedade de Amostra Finita da distribui¢ao da v.a. W':
W é centrado se E(W) = 6. Bias(W) = E(W) — 6.
Var(W) (eficiéncia)

W, é eficiente relativamente a W5 quando Var(W;) <
Var(Ws,), com Wy, W, centrados.

Mean squared error (erro quadratico médio) MSE(W) =
Var(W) + [Bias(W)]*.

Example 4 A4 média amostral Y é um estimador para o valor
esperado (média populacional) |1 e a varidncia amostral S* =

—\2
ﬁ Z?’:l (Y; — Y) para a varidncia (populacional) o*.
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6 Intervalo de Confianca

Estimacdo de Intervalos e Intervalo de Confianga para o
exemplo Y ~ N (u,1). Neste caso, Y ~ N (,u, %) .

1.96 1.96) _
(IC)P( f<u<Y+f)—0.95

(IE)Y — 1}6 <p<Y+ 1\/99 ¢ um intervalo aleatorio

— 196 196 _
P(y \/—<,u<y+\/—)—00u1
Outros resultados importantes para o parametro de interesse i
(o conhecido) [ — 1.96= NG ¥+ 1.96 \/—} porque / \/_
N (0,1).
(a desconhecido, s = \/ o (yi — 7). Porque
~ t(,—1) entdo, o IC a 100 (1 — «) % ¢é dado por

S/\/_
Y = Ctn—1,a/2) \F,y—|— C(n—1,a/2) jﬁ} Lembrar que para
a = 0.05, ¢(—1,a/2) tende para 1.96 (aprox. 2) quando n

tende para infinito.

Quando, Y NAO ¢ normalmente distribuido, desde que n
¢ suficientemente elevado, pelo TLC (CLT), pode-se usar a

APROXIMACAO a 95% IC { ~ 19627 + 1.96%} |

Em relacdo ao parametro de interesse o2, usar o resultado

S X2,y onde Y ~ N (u,0%).
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7 Inferéncia

e Passos num Ensaio de Hipoteses:

(1) Definir a hipotese nula H; e hipotese alternativa H; em
relacdo ao parametro (por exemplo) de interesse, que €
desconhecido e do qual se procura inferir (ex: Hy : p =1 vs

Hy:p#1)
(2) Selecionar a estatistica de teste apropriada T (ex: T = Y)

(3) Determinar a distribuicdo da estatistica de teste 1 (ex:
Y ~N (u, %2))

(4) Escolher o nivel de significancia do teste « = P (Re jHy/H)
(erro do tipo I). Default: o = 0.05. Com base em «, € sob Hj,
obter o(s) valor(es) critico(s) vc :

(a) H;j Unilateral: Py (T > vc) = o, para Hy : 0 > 6, OU
Py (T < ve) = o, para Hy : 0 < 6.

(b) H; : 0 # 0y Bilateral (normalmente): Py (|T'| > vc) =
a, se simétrica OU Py (T' > vey) = §, Py, (T < vep) =

5 S€ ndo € simétrica.

(5) Definir a regra de decisao (intervalos para 7, delimitados
com base no(s) vc) e as correspondentes regides critica e de
aceitacao. Decidir em relagdo ao teste vendo em que regiao

’ca1” I ,ps. Este procedimento € equivalente a analise do IC a
100 (1 — «) % da distribui¢ao em 3., sob H.
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Poténcia do teste m(0) = 1 — Py, (AcH))
p — value é o maior valor para o para o qual ainda nao se
rejeita H :

(a) Hj Unilateral: p = Py (T > Tis), para Hy : 6 > 6.

(b) H;: 0 # 6y Bilateral: p = Py, (|T| > |T,s|) se simétrica.



